GRZEGORZ BORUTA

PODSTAWY EKSPLOATACJI URZADZEN

PLANOWANIE EKSPLOATACIJI



Planowanie — chronologicznie i logicznie pierwsza funkcja zarzadzania (np. kierowania

eksploatacjg urzadzen) — okreslenie przysziego dziatania w celu osiggniecia zalozonych
efektow przy minimalizowaniu niepewnosci ich osiggniecia.

Plany:

— dhlugookresowe, strategiczne — infrastruktura systemu eksploatacji, cele rozwojowe, zmiany
strukturalne,

— sredniookresowe, taktyczne — potencjat eksploatacyjny parku urzadzen, rodzaj 1 wielkos¢
dziatalnos$ci operacyjnej, naktady, liczba pracownikow,

— krétkookresowe, operacyjne — wykorzystanie potencjatu eksploatacyjnego do biezacych
dziatan, uzytkowanie 1 obstugiwanie / naprawianie kazdego pojedynczego urzadzenia
(przydzielanie go do konkretnych zadan jako posrednika lub przedmiotu dziatania).



Przy planowaniu eksploatacji urzadzen mozna kierowac si¢ nastepujacymi zasadami:

—dla systemow eksploatacji urzadzen jednorodnych racjonalny jest podziat tych urzadzen na
dwa zbiory, z ktorych jeden jest uzytkowany z intensywnoscig maksymalng, a drugi
minimalng lub wrecz w stanie nieuzytkowym (urzadzenia z tego drugiego zbioru stanowig
zmagazynowany zapas urzadzen gotowych do uzycia w sytuacji, gdy urzadzenie z pierwszego
zbioru przechodzi z systemu uzytku do Systemu obstugi / naprawy),

—dla systemow ecksploatacji urzadzen niejednorodnych, gdy realizacja zadan systemu
cksploatacji wymaga pracy réznych urzadzen z okreslong r6zng intensywnoscia, racjonalne
jest uzytkowanie przede wszystkim urzadzen o duzym resursie 1 matym czasie obstugi,

—dla systemow eksploatacji urzadzen w sytuacji ograniczonych mozliwosci wykonywania
obstug / napraw racjonalne jest zapewnienie réwnomiernego przepltywu urzadzen z systemu
uzytku do systemu obstugi/ naprawy, co pozwala na uniknig¢cie zjawiska przestojow
w systemie obstugi/naprawy (pojawiania si¢ kolejki urzadzen do obstugi/ naprawy
w pewnych okresach, a w innych braku urzadzen do obstugi / naprawy),

—dla systemow eksploatacji urzadzenh w sytuacji niewystarczajacych mozliwosci
wykonywania obstug / napraw dla koniecznego zwigkszenia intensywnosci uzytkowania
parku urzadzen, racjonalne jest uzytkowanie przede wszystkim tych urzadzen, dla ktérych
pracochtonnos¢ odtworzenia stanu zdatnosci jest minimalna.

Stosowanie si¢ do tych zasad moze by¢ utrudnione przez losowe zaklOocenia w systemie

cksploatacji zwigzane z wahaniami wydajnosci systemu obshlugi / naprawy (zwolnienia

lekarskie  obslugujacych / naprawiajacych, brak cze$ci zamiennych 1  materialow
eksploatacyjnych itp.).



Podstawa operacyjnego planowania uzytkowania:

— analiza zadan wilasnych 1 zleconych przez szczeble nadrzedne — wielkosci zuzycia resursu
1 intensywnosci uzytkowania,

— analiza planow Sredniookresowych,

— bilans mozliwosci zabezpieczenia finansowego 1 materiatowego,

— normy eksploatacyjne (np. resursy miedzyobstugowe / miedzynaprawcze | docelowe),

— zalecenia dorazne,

— stan techniczny urzadzen 1 aktualne wartos¢ ich resursu (potencjatu eksploatacyjnego),

— doswiadczenia z poprzednich okreséw planowania.

Norma — przyjeta na podstawie analizy dziatania systemu w okreslonych warunkach wielkos¢
naktadow jaka powinna byC¢ poniesiona na jego funkcjonowanie. W systemie eksploataci
okreslane sg normy zuzycia energii zasilajgcych urzadzenia, wielkosci wykonanej pracy,
wielkosci miar eksploatacji urzadzen zuzytych w ciggu roku, wielkosci miar eksploatacji
migdzyobstugowych 1 miedzynaprawczych.

Limit — nieprzekraczalna wysoko$¢ nakladow ponoszonych na funkcjonowanie systemu
i realizacj¢ jego celow dziatania w okreslonym czasic. W systemie eksploatacji urzadzen
stosowane sg np. limity resursu technicznego (jednostek miary eksploatacji, jednostek energii
zasilajacych maszyny, 1losci czesci wymiennych itp.). Limitowanie wynika z ograniczenia
srodkow finansowych na funkcjonowanie przedsicbiorstwa, a jego celem jest utrzymanie tzw.
dyscypliny eksploatacyjnej.



Dla kryterium planowania — maksymalizacji wspéiczynnika gotowo$ci zbioru urzadzen
jednorodnych, mozna zrealizowac¢ nastepujacy algorytm:

1.przeprowadzi¢ analiz¢ przewidywanych zadah ] powodujacych zuzycie Ip; resursu z punktu
J -
widzenia catkowitego zuzycia resursu L= ) Ip; przez zbior N = {Ui}, k =1,n, urzadzen
j=1
tego samego typu w zatlozonym okresie planowania, tj. okresli¢ ile urzadzen bgdzie pracowacé
przez jaki czas przy wykonywaniu pracy (tzn. ze i1 urzadzen bedzie pracowac przez czas tj i ze
wszystkie razem wykonujac prace zuzyja wartos¢ L resursu);

2.urzadzenia ze zbioru N ponumerowa¢ wg rosnacego zapasu resursu do kolejnego odnowienia
(obstugiwania / naprawiania) Z, — powinna by¢ spetniona Z, < Zy . 1;

3.obliczy¢ srednig liczbe uzytkowanych egzemplarzy urzadzenia w okresie planowania:

Si-t,
IZti ;

1=

. : . L
4.0bliczy¢ $rednig intensywnos$¢ uzytkowania jednego (pierwszego) urzadzenia: og; = —;

11

5.na pierwszy egzemplarz dokona¢ przydziatu resursu: | = :
Zl dla Qg1 > Zl



6.na drugi (lub wzor bezposrednio z pkt. 7) egzemplarz urzadzenia dokonac¢ przydziatu

no 1
obliczajac: vy, =vq Qel gy = L-| I, = {Oteg dla gy < ZZ;
Y2 ZZ dla Olgp > ZZ
/.na kazdy kolejny egzemplarz o numerze k<n dokonaé¢ przydziatu obliczajac kolejno:
k-1 Ii k-1
Tk =V1 n iz:laei Oek = Lzllll |, = {aEk dla ok < Zk;
" Yk Z, dla og > Zy

n-1
8.na ostatni egzemplarz przydzieli¢: I, =L— ) 1.
=1

Dokonujgc planowania w kolejnych (nastepnych) okresach nalezy uaktualni¢ wielkosci zapasu
resursow; 2", = 7%, ..

W przypadku, gdy w danym okresie Zy < o to urzadzenie po wyczerpaniu resursu kierowane
jest do odnowy / naprawy — rezultat planowania uzytkowania jest informacjg dla systemu
obstugiwani / naprawiania.

Algorytm ten w pierwszej kolejnosci obcigza praca urzadzenia o matym resursie — w miare
szybko wyczerpujg ten resurs i sg kierowane do systemu obstugi / naprawy, gdzie podlegaja
odnowie — zwigksza to gotowos¢ catego zbioru urzadzen.

Algorytm wzigty ze starej ksiazki 1 generalnie nie dziata — patrz plik excelowy!



Odnowa jest celem dzialania podejmowanego w stosunku do urzadzenia, ktérego zasob pracy
zostal zuzyty 1 ktore osiggneto stan graniczny.

W stosunku do urzadzen odnowi¢ mozna:
- potencjat (zdolno$¢) eksploatacyjny — resurs eksploatacyjny,
- stan zdatnosci.

Odnowg¢ potencjatu eksploatacyjnego urzadzenia osigga si¢ poprzez:
- obstuge / naprawg,
- wymiang na nowe.



Dla urzadzen ustala si¢ z gory lub na podstawie badan eksploatacyjnych (zwykle robi to

producent urzadzen) resurs migdzyobslugowy / miedzynaprawczy L, (wielkos¢ miary

eksploatacji liczona od zakonczenia poprzedniej obstugi / naprawy urzadzenia do rozpoczecia

kolejnej jego obstugi / naprawy) oraz resurs calkowity L, (catkowita wielkos¢ miary

cksploatacji, ktorg urzadzenie moze zuzy¢ w ciggu swojego ,,zycia”).

Liczba cykli migdzyobstugowych / miedzynaprawczych jest rowna s = %.
m

Urzadzenie jest S — 1 razy odnawiane przez obsluge / naprawe, a ostatnia odnowa jest odnowg
Inwestycyjng i polega ma wymianie urzadzenia na nowe.



Uzytkowanie zbioru urzadzen z intensywnoscig o Wymusza powstanie strumienia odnowy

: 4 . y e ae a«es
(obstugi / naprawy) (zgtoszen maszyn do odnowy) o intensywnosci Ag = LT
m

p

E urzadzen znajduje si¢ w systemie odnowy, gotowych do uzycia jest M urzadzen.
Calkowita liczba urzadzen w systemie eksploatacji wynosi M + E.

E urzadzen jest nadwyzka w systemie eksploatacji w stosunku do potrzeb systemu uzytku. Jej
wielkos¢ zalezy od wydajnosci systemu obstugi / naprawy.

Zwickszenie liczby stanowisk obstugi/naprawy n generalnie zwigksza wydajno$¢ systemu
obstugi / naprawy i zmniejsza koszt wprowadzenia do systemu eksploatacji wickszej liczby
urzadzen E, ale jednoczesnie zwicksza koszt utrzymania wickszej liczby stanowisk
obstugi / naprawy.

Zwigkszenie liczby cykli obstugi S obniza wielkos¢ kosztéw zakupu nowych urzadzen, ale
zwieksza obcigzenie systemu obstugi / naprawy.

Rozwigzanie problemu wyboru sposobu odnowy polega na wybraniu takiej liczby cykli
mi¢dzyobstugowych / miedzynaprawczych s oraz liczby stanowisk obstugi/ naprawy n,
dla ktorych catkowite koszty odnowy potencjatu eksploatacyjnego danego parku urzadzen beda
najmniejsze.



W celu zapewnienia cigglosci procesu eksploatacji posiadanego parku urzadzen
z Intensywnoscig uzytkowania o, nalezy zapewnic:

- staly doptyw nowych urzadzen w miejsce wycofywanych,

- whasciwg wydajnos¢ systemu obstugowo-naprawczego.

Generalnie proces uzytkowania jest procesem losowym 1 dostawy urzadzen do systemu obstugi
| naprawy przedstawiaja pewien strumien losowy, ktory w wigkszosci przypadkoOw mozna
z wystarczajgcag doktadnoscig opisa¢ za pomocg prostego strumienia Poissona. Sam proces
obstugi / naprawy tez ma charakter losowy, a czas obslugi/naprawy mozna w wigkszosci
przypadkow z wystarczajaca doktadnoscig opisa¢ za pomocg rozktadu wyktadniczego.



W zaleznosci od wielkos$ci kosztéw obstugi / naprawy oraz kosztéw zakupu nowych urzadzen
mozna wyroznic trzy sposoby odnowy potencjatu eksploatacyjnego zbioru urzadzen:

1) Odnowa przez zakup nowych urzadzen — gdy koszty

M
zakupu sa mate, urzadzenia trwale, a obstugi / naprawy
kosztowne (nieoplacalne). | ) At | system uzytkowania Mt
Zuzyte urzadzenia opuszczajg system eksploatacji

Z Intensywnoscig Ay.
Na ich miejsce do systemu wchodza nowe urzadzenia z intensywnoscia A, = Ay = Ag.
Koszty odnowy systemu w czasie t wynosza K = K,At, K, — koszt zakupu nowego urzadzenia.



2) Odnowa przez zakup nowych urzadzen oraz przez

: M

Ich obsluge / naprawe — system szeregowy — gdy

resurs catkowity urzadzen jest duzy w stosunku do ~ Adt system uzytku — ML
resursu miedzyobstugowego / migdzynaprawczego, At

a koszty obstugi / naprawy sa niskie system obstugi /naprawy |°
(obstuga / naprawa jest optacalna). )

Na strumien odnowy systemu uzytku sktada si¢ E
strumien dostaw nowych urzagdzen rbwnowazacy

strumien wycofywania starych urzadzen A, = Ay oraz strumien maszyn przeptywajacych przez
system obstugi / naprawy o intensywnosci A,,.

Intensywnos$¢ strumienia odnowy systemu uzytku Wynosi Ag = A, + Aj.

Koszty odnowy systemu w czasie t wynoszg K = K,(E + At) + KAt + (A + Ky)nt, gdzie:

K¢, — koszt czgsci zamiennych jednej obstugi / naprawy,

A — jednostkowy koszt amortyzacji stanowiska obstlugowo-naprawczego,

K, - jednostkowy koszt utrzymania stanowiska obstugowego-naprawczego,

n — liczba stanowisk obstugow0-naprawczych.



3) Odnowa przez zakup nowych urzadzen oraz
cze$ciowo przez ich obshuge / naprawe — system
rownolegly — gdy koszty obstug / napraw sa
wzglednie wysokie.

Strumien urzadzen do obstugi / naprawy jest
realizowany tylko czesciowo 1 czgsS¢ urzadzen,
pomimo jeszcze niewykorzystanego resursu
calkowitego, jest odnawiana przez

wprowadzenie nowych: A, = A + Ay

M
At
%zt__: system uzytku —
—> >
7\«kmt
Ant
system obstugi / naprawy
E

Intensywnos$¢ strumienia urzgdzen przepltywajacego przez system obstugi / naprawy, zalezna

od liczby stanowisk obstugowo-naprawczych n i od intensywnosci obstug / napraw p, jest
mniejsza od intensywnosci strumienia urzadzen 0 Wyczerpanym resursie

migdzyobstugowym / miedzynaprawczym: A, = N < Agm + Anm.
Koszty odnowy systemu w czasie t wynosza K = K,(E + A,t) + KAt + (A + Kynt (postaé
podobna do poprzedniej, ale inna (wicksza) jest warto$¢ intensywnosci A,).



Podejmowanie decyzji (tez zwigzanych z planowaniem) jest podstawowa funkcja kierowania
systemem eksploatacji. Dla podjecia optymalnej decyzji niezbedne jest posiadanie okreslonego
zbioru informacji charakteryzujacych system lub jego element, ktérego dana decyzja dotyczy,
oraz jego otoczenie.

W zakresie decyzyjnym kierowanie eksploatacjg powinno:

— znajdowac¢ odpowiedzi na pytania 1 rozwigzywac problemy,
— opracowywac bardziej skuteczne sposoby post¢powania lub udowadnia¢, ze aktualna
rzeczywistos¢ eksploatacyjna jest najlepsza ze wszystkich mozliwych w danych warunkach.

Problem decyzyjny rozwigzywany jest wedlug okreslonego algorytmu wyznaczonego przez
metod¢ podejmowania decyz;ji.



Przebieg proces podejmowania decyzji dotyczacych eksploatacji urzadzen:

sformutowanie problemu decyzyjnego
stwierdzenie co jest celem eksploatac;ji

>

<

A\ 4

budowa modelu decyzyjnego dla danego systemu eksploatacji
okreslenie zmiennych decyzyjnych, statych (parametrow), postaci funkcji celu oraz
ograniczen 1 warunkow poczatkowych 1 brzegowych

l

badanie modelu decyzyjnego
rozwigzywanie modeli symulacyjnych

weryfikacja uzyskanych rozwigzan dla eksploatacji malej proby urzadzen

wprowadzenie uzyskanych rozwigzan
dla calego systemu eksploatacji




Ze wzgledu na sposob 1 warunki podejmowania decyzji wyrdznia si¢ nastepujace metody
podejmowania decyzji:

—intuicyjne  — brak jest danych pozwalajacych przewidzie¢ skutki decyzji.
Prawdopodobienstwo podjecia poprawnej decyzji jest zalezne od liczby n mozliwych
wyborow 1 wynosi 1/n,

—pragmatyczne (doswiadczalne) — decyzja jest wynikiem nabytego doswiadczenia podczas
wielokrotnego podejmowania decyzji dotyczacych analogicznych probleméw. Skutki decyzji
mozna na ogot przewidzie¢; okreslane sg takze mianem ,,rutyny zawodowe;j”,

—normatywne — dany 1 znany jest zbior decyzji D oraz zbiory warunkow determinujacych
podjecie okreslonej decyzji ze zbioru D; Oznacza to, ze fakt wystgpienia danego zbioru
warunkow wymaga jedynie wyboru odpowiedniej decyzji ze zbioru D; przykiad: opracowane
przez producentdw urzadzen instrukcje eksploataci,



—analityczne — dla podjecia decyzji wymagaja wykonania ciggu operacji logicznych lub
matematycznych; wykonane operacje pozwalaja na ocen¢ skutkéw decyzji, a wigc takze 1
wybor decyzji optymalnej sposrod mozliwych; zastosowanie tych metod wymaga Scistego,
formalnego opisu problemu decyzyjnego, czyli tzw. matematycznego modelu decyzyjnego
MMD ={D, R, Z, F, P}, ktorego elementami s3:

—D - dziedzina — zbiér obicktow (elementow rzeczywistosci) 1 wielkosci, ktorych model
dotyczy,
—R - relacje — zbior zaleznos$ci miedzy elementami dziedziny modelu,
— Z - zalozenia — zbidr ograniczen natozonych na dziedzing 1 relacje modelu,
—F - kryterium (funkcja celu) — kryterium optymalizacyjne podejmowanej decyzji,
— P - problem decyzyjny — pytanie, na ktére model decyzyjny powinien odpowiedziec.
MMD w kierowaniu eksploatacjg maszyn bazujg na metodach:
— programowania liniowego — programowania dynamicznego —teorii gier
— planowania sieciowego —teorii obstugi masowej



—ekspertow — stosowane do rozwigzywania zlozonych problemow decyzyjnych, gdy dla
podjecia wiasciwej decyzji niezbedne jest uzyskanie opinii eksperta (lub ekspertow) w dane;
dziedzinie; pozyskiwanie opinii ekspertow jest organizowane przez decydenta i1 moze mied
formy:

—dyskusji z ekspertem lub z wieloma ekspertami,

—pozyskania opinii i propozycji rozwigzan problemu od ekspertow w postaci odpowiedzi
pisemnych na przygotowane wczesniej pytania ankietowe,

—uzyskania opinii od ekspertow potaczonego z ich wzajemna anonimowa lub jawng ocena,
co umozliwia zblizenie stanowisk ekspertow 1 wypracowanie rozwigzania
kompromisowego gdy poczatkowo poglady ekspertow sg rozbiezne.

Uproszczong 1 sformalizowang formg podeymowania decyzji metodg ekspertow jest
zastosowanie komputerowych programow doradczych — systemow ekspertowych.



Liniowy problem decyzyjny lub zagadnienie programowania liniowego — problem
decyzyjny, w ktorym funkcja kryterium (celu) i ograniczenia sg funkcjami liniowymi.

Liniowe problemy decyzyjne sg najczesciej wystepujacymi problemami w praktyce kierowania
cksploatacja urzadzen.

Istnieje wiele algorytmow rozwigzywania zagadnien programowania liniowego dla réznych
problemow decyzyjnych. Najczesciej stosuje sie:

- metode graficzng,

- metode ,,simplex”,

- metode transportowa.



Przyklad: Punkt serwisowy wykonuje obstuge dwoch typow urzadzen: X 1 Y. Zuzycie
materiatow eksploatacyjnych a I b przy obstudze jednego egzemplarza urzadzen jest okreslone.
Znane 1 ograniczone sa posiadane zapasy A 1 B tych materialow. Znany jest zysk punktu
serwisowego za wykonanie obshugi jednego urzadzenia Cy I Cy. Nalezy okresli¢ liczby urzadzen
poszczegbdlnych typdw, ktore punkt serwisowy powinien obstuzy¢, aby uzyska¢ maksymalny

Zysk.

Elementy matematycznego modelu decyzyjnego:

—D - dziedzina modelu — maszyny typu X i Y, materiaty eksploatacyjne a I b, zyski z obstugi cy
I Cy,

—R - relacje modelu — wicelkosci zuzycia materiatow eksploatacyjnych ay 1 by oraz ay i by
| zysku za dokonang obstuge Cx I Cy,

—Z - zalozenia (ograniczenia) modelu — posiadane wiclko$ci zapasow A | B materialow
eksploatacyjnych,

—F - kryterium modelu — maksymalizacja zysku,

—P - problem decyzyjny — wyznaczenie liczb X 1 y obstuzonych maszyn typu X 1 Y dajacych
maksymalny zysk.

Wielkosci niewiadome — liczby x 1 y maszyn typu X 1 Y — zmienne decyzyjne, tworza wektor
zmiennych decyzyjnych.



Jezeli punkt serwisowy wykona obsluge X maszyn typu X i y maszyn typu Y to jej zysk mozna
wyrazi€ jako Z = Cx X + Cy Y. Powinien on uzyska¢ warto$¢ maksymalng: Z — max.

Dopuszczalne zuzycia materiatow eksploatacyjnych (ograniczenia) wyrazajg nierdwnosci
axX+ayy<Aibyx+byy<B.

Ze wzgledu na charakter rozwazanego problemu zmienne decyzyjne powinny przyjmowac
wartosci nieujemne (X, Yy > 0) 1 calkowite.

W przedstawionym problemie decyzyjnym funkcja Kkryterium Z — max oraz wszystkie
ograniczenia sg funkcjami liniowymi (zmienne decyzyjne wystgpuja w pierwszej potedze).



Sformulowanie liniowego problemu decyzyjnego

Sformutowanie algebraiczne: znalez¢ wektor n zmiennych decyzyjnych X = [Xq, Xo,..., Xn], ktory
optymalizuje (maksymalizuje, minimalizuje) funkcje kryterium (celu) dla zadanych wag c;:
Z=Cy Xy +CyXot ...+ Cy Xy > mMax (min)
przy m ograniczeniach:
g1 X + 82 Xo + ... F 80 Xn <01 (= by)
81 X1+ A Xo + ...+ 80 Xn S0y (= Dy)

Am1 X1+ am2 X2 + ...+ Amp Xj < bm ( > bm)
oraz n warunkach brzegowych:

X1, X2y0esy Xp 2= 0
gdzie wspolczynniki: a;j, b;, Cj sa stale 1 znane.

Wektor zmiennych decyzyjnych X jest wektorem w przestrzeni n-wymiarowej, za$ liczba
sformutowanych ograniczen jest rowna m.



Sformutowanie macierzowe: znalez¢ wektor zmiennych decyzyjnych X, ktéry optymalizuje
forme liniowa: Z = f(C,X) — max(min) przy ograniczeniach: A X <B 1 X >0, gdzie:

X1
X, _ _
X= - wektor zmiennych decyzyjnych,
RN
C =[cy, Ca ..., C] - Wektor wag (wspoOtczynnikow wagowych),

all a.12 'R aln

A - | @21 8 .- Ay . . " .
= [aj;]nxn = - macierz wspotczynnikOw ograniczen,

aml am2 amn

B = - wektor ograniczen.




Rozwigzanie dopuszczalne zagadnienia programowania liniowego — kazdy wektor zmiennych
decyzyjnych X, ktéry spetnia zbior ograniczen liniowego modelu decyzyjnego.

Zbior  wszystkich  rozwigzan  dopuszczalnych
zagadnienia programowania liniowego jest zbiorem
wypuktym.

[

Twierdzenie Weierstrassa: ¢ >
Liniowa funkcja celu Z = f(C,X) przyjmuje wartos¢ optymalng (maksymalng lub minimalng)
w punkcie wierzchotkowym zbioru rozwigzan dopuszczalnych.

Jesli przyjmuje wartos¢ optymalng w wiecej niz jednym punkcie wierzchotkowym,
to przyyjmuje t¢ samg wartos¢ dla kazdej kombinacji liniowe; wiasciwe; tych punktow
(graficznie: jesli sg to punkty sgsiednie to warto$S¢ optymalna jest osiggana dla wszystkich
punktow odcinka tgczgcego te punkty wierzchotkowe).



Przedstawione definicje i twierdzenia wskazuja dwa charakterystyczne etapy rozwigzania

liniowego problemu decyzyjnego:

1) okreslenie zbioru rozwigzan dopuszczalnych w oparciu o istniejgce ograniczenia problemu
decyzyjnego,

2) badanie wartosci funkcji kryterium w punktach wierzchotkowych zbioru rozwigzan

dopuszczalnych 1 wybor jako rozwigzania wartosci elementow wektora zmiennych
decyzyjnych w tym punkcie, w ktorym funkcja osigga wartos¢ optymalng.



Metoda graficzna rozwigzywania zagadnienia programowania liniowego

Metoda graficzna stuzy do rozwigzywania zagadnien liniowych o co najwyzej trzech,
a praktycznie dwoch zmiennych decyzyjnych — rozwigzania poszukuje si¢ wykonujac
odpowiedni rysunek.

W przestrzeni dwuwymiarowej z kryterium maksymalizacji funkcji celu:
- funkcja celu:

Z = Cqy X1 + Cy Xo > mMax
- ograniczenia:

a1 X1 + a2 X2 < by

81 X1 + A X2 < by

am1 X1 + amp X2 < by,
X1, Xp 2 0.

Ograniczenia problemu decyzyjnego sg uktadem nieréwnosci liniowych — wyznaczenie zbioru
rozwigzan dopuszczalnych polega na znalezieniu obszaru w ukladzie wspotrzednych
okreslonych przez zmienne decyzyjne X; i X, bedacego czgscig wspolng podiplaszezyzn bedacych
wykresami rozwigzan nierownosci liniowych ograniczen problemu.



Maksimum funkcji celu Z w zbiorze rozwigzan dopuszczalnych znajduje si¢ wyznaczajac jej

: . . . . 0Z 0Z
gradient (wskazujacy kierunek najszybszego wzrostu funkcji) grad Z :L},a} =[c;,Cy ]
X1 0Xy

1 zaczepiajac go w poczatku uktadu wspotrzednych.

Linia prostopadta do kierunku wektora gradientu jest linig ekwipotencjalng (linig statej wartosci
funkcji celu). Przesuwajac t¢ linie rownolegle w stron¢ wyznaczong przez zwrot gradientu
w zbiorze rozwiazan dopuszczalnych znajduje si¢ punkty, w ktérych funkcja celu przyjmuje
coraz wyzsze wartosci. Ostatni przy takim przesuwaniu punkt wspolny (punkty wspoélne) linii
ekwipotencjalnej 1 zbioru rozwigzan dopuszczalnych jest punktem, ktorego wspotrzedne
stanowig poszukiwane rozwigzanie — wspolrzedne wektora zmiennych decyzyjnych
optymalizujgcego funkcje celu.



Algorytm graficznej metody rozwigzania zagadnienia programowania liniowego:
1. Ograniczenia sprowadzi¢ do postaci odcinkowej réwnan prostych (zachowujac znaki
nierownosci) — podzieli¢ nierdwnosci ograniczen obustronnie przez b;.

€21 €2
d;i 1

) .. i . ., . . ,
Stosujac podstawienie b e otrzymuje si¢ uktad nierobwnos$ci ograniczen ...
i ij

€mL  €m2
X1, X9 20

gdzie g = bi oznaczaja bezposrednio wspotrzedne punktéw przeciecia kolejnych prostych |
]
z osiami uktadu wspoélrzednych X;.

2. W ukfadzie wspélrzednych X; wykreSli¢ zbidr rozwigzan dopuszczalnych jako zbior
rozwigzan otrzymanego ukladu nierownosci (jako czes¢ wspolng podlptaszczyzn bedacych
rozwigzaniami wszystkich nierownosci ograniczen).

3. Znalez¢ wspoirzedne wektora gradZ.



4. Wyznaczy¢ kierunek wektora gradZ na plaszczyznie w obszarze zbioru rozwigzan
dopuszczalnych, np. umieszczajac punkt poczatkowy wektora w poczatku uktadu
wspotrzednych.

5. Wykresli¢ linie ekwipotencjalng prostopadia do wektora gradZ przechodzaca przez punkt
poczatkowy tego wektora.

6. Przesuwa¢ lini¢ ekwipotencjalng rownolegle w strong wzrostu funkcji Z (wzdhuz kierunku
| zgodnie ze zwrotem wektora gradZ) az do jej przej$cia przez ostatni punkt wierzchotkowy
zbioru rozwigzan dopuszczalnych — punkt ten (lub nieskonczenie wiele punktow w przypadku
przechodzenia przesuwanej linii przez jednoczesnie dwa ostatnie punkty wierzchotkowe
zbioru rozwigzan dopuszczalnych (w przypadku prostopadtosci odcinka taczacego te dwa
punkty 1 kierunku wektora gradZ)) wyznacza poszukiwane rozwigzanie optymalne
X* = [X1*, Xo*].

Jezeli szuka si¢ minimum funkcji celu, linie ekwipotencjalng przesuwa si¢ rozpoczynajgc
od dowolnego punktu wewngtrznego zbioru rozwigzan dopuszczalnych w kierunku
przeciwnym do zwrotu wektora gradZ.

Jezeli dziedzing wektora zmiennych decyzyjnych jest zbior liczb catkowitych nieujemnych,
a uzyskane rozwigzanie optymalne wyrazone jest liczbami wymiernymi, to w celu znalezienia
rozwigzania optymalnego konieczne jest badanie wartosci funkcji kryterium w punktach
nalezacych do obszaru rozwigzan dopuszczalnych o wspotrzednych catkowitych znajdujacych
si¢ w otoczeniu danego punktu wierzchotkowego.






Zagadnienie transportowe z kryterium kosztow

Dany jest zbior m dostawcow zaopatrujacych n odbiorcow w jednorodny produkt.

Znane s3 wielkosci zapaséw w magazynach a; (I = 1, 2, ..., m) oraz wielko$ci potrzeb
odbiorcow b; (j =1, 2, ..., n).

Znane s3 koszty jednostkowe transportu cj produktu z magazynu i do odbiorcy j wyrazone
macierzg kosztow C = [Cij]mxn.

Nalezy tak zaplanowa¢ wielko$¢ dostaw X;; z magazynu i do odbiorcy j, aby catkowite koszty
transportu byly minimalne.

Wielkosci wszystkich dostaw wyrazone sa macierza dostaw (przydzialow) X = [Xijlmxn-

Jest to problem decyzyjny typowy dla systemu uzytkowania Srodkdéw transportowych
(np. dla transportu samochodowego), w ktorym kryterium optymalizacji decyzji
eksploatacyjnej jest koszt transportu.



Wyznaczy¢ macierz zmiennych decyzyjnych X = [Xijlmxn, ktora minimalizuje forme liniowa

Z:izn:cijx” —> min
przy ograniczeniach: o
_Zn:Xij <a;; 1=12,..,m (suma przydzialéw z jednego magazynu nie moze przekroczy¢
} wielkosci zapasu w tym magazynie),
ixij <b i J=12,...,n (suma przydzialow do jednego odbiorcy nie moze przekroczy¢
- wielkosci zapotrzebowania tego odbiorcy) ,
Xij = 0.

Funkcja celu przedstawia catkowite koszty transportu wyrazone suma iloczynow kosztow
jednostkowych 1 wielkosci dostaw z magazynu | do odbiorcy j.

W przypadku, gdy poszukuje sie¢ maksimum funkcji kryterium nalezy skorzysta¢ z zaleznosci
max Z =—min (-Z) i w tabeli wpisa¢ elementy macierzy kosztow ze zmienionymi znakami.



Dodatkowo zaktada si¢ koniecznos¢ spetnienia tzw. warunku rownosci podazy 1 popytu:
m n
Ya=)b j -
i=1 j=1

Jezeli nie jest on spetniony do zadanego zbioru dostawcow lub odbiorcow (w zalezno$ci od
tego czy wigksza jest podaz czy popyt) dodaje si¢ fikcyjnego dostawce lub odbiorce o wielkosci
zapasu lub zapotrzebowania wynikajacej z warunku rownosci podazy 1 popytu. Jednostkowe
koszty transportu dla takiego fikcyjnego dostawcy lub odbiorcy przyjmuje si¢ jako zerowe,
co eliminuje wplyw tego dostawcy lub odbiorcy na funkcje¢ celu.

Jest to liniowy problem decyzyjny. Ze wzgledu na duza na ogoét liczbe zmiennych decyzyjnych
(jest ich m x n) i ograniczen (jest ich m+n—1+ m x n: m rownan ograniczen dla odbiorcow,
n rownan ograniczen dla dostawcow, 1 warunek rownosci podazy 1 popytu, m x n warunkow
nieujemnosci zmiennych decyzyjnych) istniejg specjalne metody jego rozwigzywania,
np. MODI (MOdified Dlstribution method). Sa to metody iteracyjne: dokonuje si¢ jakiego$
pierwszego wyboru rozwigzania, a nast¢pnie dokonuje si¢ zmian przydziatow, dla ktorych
funkcja celu przyymuje coraz mniejszg wartos¢ az do osiggni¢cia rozwigzania optymalnego.



Metody wyboru rozwigzania poczatkowego:

- ,,kata potnocno-zachodniego”,

- minimalnego kosztu w kolejnych wierszach lub kolumnach,
- minimalnego elementu macierzy kosztow,

- VAM,

itd..

Liczba elementow tego rozwigzania powinna by¢ rbwnam +n — 1.

Stopien zblizenia rozwigzania poczatkowego do rozwigzania optymalnego ma decydujacy
wplyw na pracochtonnos$¢ metody.



Przeksztalcenie ekwiwalentne macierzy: niech bedzie macierz C = [Cij]m«n oraz dwa ciagi liczb
R={ri},1=12 ..., miS={s},] =1, 2, ..., n; macierza ekwiwalentng do macierzy C nazywa
si¢ macierz D = [dj]n«n, ktorej elementy sa rowne d;j = Cj; + I + S;.

Klatka - element macierzy przedstawionej w postaci tablicy dla pary liczb [i,]
(wspotrzednych: 1 1 | oznaczajg odpowiednio numer wiersza i numer kolumny tablicy).

FLancuch - cigg klatek (zestaw klatek uporzadkowany kolenoscig wyboru), w ktorym
wystepuje na przemian zmiana wierszy 1 kolumn, np. [1,1] [1,3] [2,3] [2,1] [3,1] ....

CyKl - tancuch zamkniety, ktérego pierwszy clement jest takze ostatnim.

Jezeli w cyklu oznaczy si¢ kolejne klatki na przemian znakami ,,+” 1 ,,—, to otrzyma si¢
poHancuchy dodatni ztozony z klatek z ,,+” i ujemny ztozony z klatek z ,,—”.

!\ 1 12|34 |5
J

T cykl: [1,1] [1,3] [5,3] [5,5] [3,5] [3.,1] [1,1]
pottancuch dodatni: [1,1][5,3] [3,5]
I pottancuch ujemny: [1,3] [5,5] [3,1]

galkr W |IN|F
|
+




W zagadnieniu transportowym kazdej klatce [i,j] odpowiada jeden element macierzy kosztow C
| jeden element macierzy dostaw X - kazdy zestaw klatek jest zestawem elementow Cj; Oraz Xi;.

WYybér — zbiér niezerowych elementdw rozwigzania X razem z zerami wybranymi, ktére
uzupetniajg go do zestawu m + n — 1 klatek, dla ktorego realizuje si¢ dostawy.

Zera wybrane — elementy zerowe rozwigzania X polozone w klatkach zestawu m + n — 1
klatek wybranych.

Elementy kosztow wybrane przez X — elementy c; macierzy kosztow C, odpowiadajace
elementom macierzy dostaw okreslonym przez dane rozwigzanie.



Algorytm metody rozwigzania transportowego zagadnienia programowania liniowego
z kryterium kosztow:

m n
1. Sprawdzi¢ spetnienie warunku réwnos$ci podazy i popytu: Y a; = )b j 1w przypadku jego
i=1 j=1
niespetnienia:
- jezeli podaz jest wigksza od popytu, to do problemu nalezy wprowadzi¢ dodatkowego

m n
fikcyjnego odbiorce o zapotrzebowaniu b, ; = > a; — > b; i kosztach dostaw iy = 0,
i=1 j=1
- jezeli podaz jest mniejsza od popytu, to do problemu nalezy wprowadzi¢ dodatkowy

n m
fikcyjny magazyn o wielkosci zapasow ap,,; = > bj —> @; i kosztach dostaw Cps1j = 0.
=1 -t



Dla ostatecznie okreslonej liczby odbiorcow 1 magazynow warunki zadania przedstawic
w postaci tablicy liczbowej.

b.
2. I by b, b,
|
C11 Ci2 Cin
d;
Co1 Co2 Con
dp
le Cm2 Cmn
dm




2. Dokona¢ wyboru pierwszego rozwigzania X;.

Metoda ,kata polnocno-zachodniego” (gornego lewego rogu macierzy kosztow) —

przydziat rozpoczyna si¢ od klatki [1,1], w ktorej dokonuje sie przydziatu X;; wpisujac jego

wartos¢ w prawym dolnym rogu klatki. Mozliwe sg trzy przypadki:

1. a; <b; — dokonuje si¢ przydzialu X;; = a; 1 przechodzi do nastgpnego wiersza, bo zapas
dostawcy jest juz zerowy,

2. a; >b; — dokonuje si¢ przydziatu Xy, =b; i przechodzi w tym wierszu do Klatki [1,2]
| dokonuje si¢ przydziatu pozostatosci zapasu dostawcy Aa; = a; — b; kolejnemu odbiorcy:
X1o = Aa; (Jezeli Aa; < by) lub X1, = b, (jezeli Aa; > b,). W pierwszym przypadku przechodzi
si¢ do nastepnego wiersza, w drugim powtarza rozumowanie dla klatki [1,3]. Do nast¢pnego
wiersza przechodzi si¢ po wyczerpaniu zapasu dostawcy,

3. a; = by (lub reszta w magazynie — dotyczy przypadku 2 — jest rowna zapotrzebowaniu
kolejnego odbiorcy) — dokonuje si¢ przydziatu X;; = a; 1 w kolejnej klatce w tym wierszu
dokonuje si¢ przydziatu X;, =0 (tzw. zero wybrane) 1 przechodzi do nastepnego wiersza.
Zera wybranego nie wpisuje si¢ w ostatnim wierszu.

Po dokonaniu przydziatu liczba elementéw niezerowych wyboru (wraz z zerami wybranymi)

powinna by¢ rownam +n — 1.



80 | 40 | 100 | 80

80| ~ 40|~ 30

80
70 10

70

70

Wartos¢ funkcji celu
m n
Z=) CijXj=
i=1 j=1
=-6-80+10-40+7-30+11-0+8:-0+12-0+6-70+17-10+7-0+8-0+13-0+19-70 =
=3010



Metoda minimalnego kosztu w kolejnych wierszach (kolumnach) — przydziat odbywa si¢
kolejno wierszami z gory lub dolu (kolumnami z lewa lub prawa) w kolejnosci rosngcych
kosztow jednostkowych branych dla danego wiersza (kolumny) z uwzglednieniem potrzeb
odbiorcow, zapasow dostawcow 1 dotychczasowych przydzialdow, a w ostatnim wierszu
(kolumnie) uzupeinia si¢ brakujgce przydziaty tak aby wyczerpa¢ zapas dostawcow
1 zaspokoi¢ potrzeby odbiorcow. Dokonujgc przydziatu wierszami od gory do dotu
w pierwszym wierszu wyznacza si¢ klatk¢, w ktorej Cy; jest naymniejszy. Mozliwe sa trzy
przypadki:

1. a; < b; — dokonuje si¢ przydziatu X;; = a; 1 przechodzi do nast¢gpnego wiersza, bo zapas
dostawcy jest juz zerowy,

2. a; > b; — dokonuje si¢ przydziatu X;; = bj 1 znajduje w tym wierszu element c;; 0 kolejnej
wickszej wartoSci 1 dokonuje przydzialu pozostatoSci zapasu dostawcy Aa; =a; —b;
kolejnemu odbiorcy o kolejno wigkszych kosztach: Xj; = Aa; (jezeli Aa; <b;) lub xq; = b;
(jJezeli Aa; > bj;). W pierwszym przypadku przechodzi si¢ do nastgpnego wiersza, w drugim
powtarza rozumowanie dla kolejnej klatki z kolejno wigkszymi kosztami. Do nast¢pnego
wiersza przechodzi si¢ po wyczerpaniu zapasu dostawcy,

3. a; = bj (lub reszta w magazynie — dotyczy przypadku 2 — jest rdbwna zapotrzebowaniu
kolejnego odbiorcy) — dokonuje si¢ przydzialu: x;; = a;, znajduje klatke w tym wierszu
z nastepnymi wartosciami kosztow 1 dokonuje przydzialu X;, =0 (tzw. zero wybrane)
| przechodzi do nastepnego wiersza. Zera wybranego nie wpisuje si¢ w ostatnim wierszu.



Jezeli zapotrzebowanie odbiorcy zostato juz zaspokojone, w danej kolumnie nie nalezy
dokonywa¢ zadnego przydzialu — nawet zera wybranego. W wierszu ostatnim jedynym
kryterium przydzialu jest rownos¢ popytu 1 podazy. Po dokonaniu przydziatu liczba
elementow niezerowych wyboru (wraz z zerami wybranymi) powinna by¢ rownam + n — 1,

N % 80 | 40 | 100 | 80
I
150 10 |7 11
80 70
80 12 |6 17
40| 30| 10
8 |13 |19
70 20

Wartos¢ funkcji celu
m N
Z=7) ) CijXj=
i=1j=1
=-6-80+10-0+7-70+11-0+8-0+12-40+6-30+17-10+7-0+8-0+13-0+19-70=
=3130



Metoda minimalnego elementu macierzy kosztow — przydzial nastepuje w kolejnosci

rosngcych kosztow jednostkowych branych dla catej tabeli, z uwzglednieniem potrzeb

odbiorcow, zapasOw dostawcow 1 dotychczasowych przydziatow. Mozliwe sg trzy przypadki:

1. a; < b; — dokonuje si¢ przydziatu x;; = a; 1 przechodzi do kolejnej klatki o kolejno wigkszych
kosztach, oznaczajac jednoczesnie dostawce a; jako pustego,

2. a; > by — dokonuje si¢ przydziatu x;; = b; I znajduje w tym wierszu element c;; o kolejnej
wickszej wartosci 1 dokonuje przydziatu pozostatoSci zapasu dostawcy Aa; = a;—b;
kolejnemu odbiorcy o tych kolejno wigkszych kosztach: xjj = Aa; (jezeli Aa; < b;) lub x;; = b;
(Jezeli Aa; > byj), oznaczajac jednoczesnie odbiorce b; jako zapetnionego,

3. a; = by (lub reszta w magazynie — dotyczy przypadku 2 — jest rdéwna zapotrzebowaniu
kolejnego odbiorcy) — nalezy dokona¢ przydziatu: X; = a;, a po zakonczeniu przydziatu
znalez¢ klatke z kolejng wartoscig kosztow 1 dokona¢ przydziatu x;; = O (tzw. zero wybrane).
Zera wybranego nie wpisuje si¢ w ostatnim przydziale.

Po dokonaniu przydziatu liczba elementéw niezerowych wyboru (wraz z zerami wybranymi)

powinna by¢ rowna m +n — 1.



80 | 40 | 100 | 80

80

70

Wartos¢ funkcji celu
m n
Z=) > CijXj=
i=1j=1
=6-80+10-0+7-20+11-50+8-0+12-0+6-80+17-0+7-0+8-40+13-0+19-30 =
= 2540



Metoda VAM (Vogel’s approximation method) — przydzial nastepuje w kolejnosci

rosngcych przyrostow kosztow jednostkowych wyznaczonych dla jeszcze nie zapisanych

przydziatami wierszy 1 kolumn. Dla wiersza lub kolumny o najwiekszym przyroscie kosztow

dokonuje si¢ przydziatu w klatce o kosztach najnizszych. Mozliwe sg trzy przypadki:

1. a; < b; — dokonuje si¢ przydziatu xj; = a; 1 wyznacza od nowa przyrosty kosztow ignorujac
wiersz o numerze i (zapas dostawcy i wyczerpany),

2. a; > by — dokonuje si¢ przydzialu x;; = bj I wyznacza od nowa przyrosty kosztow ignorujac
kolumne o numerze j (potrzeby odbiorcy j zaspokojone),

3. a; = by — dokonuje si¢ przydziatu: xjj = @ = b; I wyznacza od nowa przyrosty kosztow
ignorujac wiersz o numerze I 1 kolumng o numerze |.

Po dokonaniu przydziatu liczba elementow niezerowych wyboru (wraz z zerami wybranymi

dopisanymi w zasadzie dowolnie) powinna by¢ rownam + n — 1.



N b\ 8o 40 | 100 80
|
6 10 7 11 6-7=1
150
80
8 12 6 17 6-8|=2
30 6-8
7 8 13 119 7-8]=1
70
6-7|=1|(8-10|=2|(6-7|=1||11-17|=6
by
N 80 40 | 100 | 80
|
6 10 7 11 6-7|=1
150
80
8 12 6 -8|=
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70
6-7|=1||8-10|=2||6-7|=1| X




N 80 40 100 80
|
6 10 7 11 6-7|=1
150
20 80
6 X
80
80
7 8 13 7-8|=1
70
6-7|=1|(8-10=2| [7-13=6| X
b;
2 80 40 100 80
150 6-10)
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6 X
80
80
7 8 7-8/=1
70
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80 40 100 80

150
50 20 80

80
80

7 8 7-8/=1
30|~ 40
7222|8222 | X |X

70

Wartos¢ funkcji celu
m n
Z=) 2 CiXj=
i=1 j=1
=6-50+10-0+7-20+11-80+8-0+12-0+6-80+17-0+7-30+8-40+13-0+19-0=
= 2330



3. Wykona¢ przeksztatcenie ekwiwalentne macierzy kosztow tak, aby koszty w klatkach
wybranych okreslonych dla rozwigzania X, wyzerowaly sie. Wyrazy ciggdéw R ={r}
| S ={sj} mozna znalez¢ rozwiazujac uklad rownan Ci\J{V +1; +s; =0 gdzie Ci\gv sq kosztami
w klatkach wybranych. Uktad ten sklada si¢ z m+n—1 réwnan (tyle jest kosztow Ci\jv ),
niewiadomych jest m+n (tyle jest poszukiwanych liczb r; i s;), wigc rozwiazuje si¢ go
w funkcji jednej z niewiadomych przyymujgc jej warto$¢. Najczesciej przyjmuje si¢ I, =0
(co wydaje si¢ po prostu najprostsze). Efekt:

¢ jednostkowe koszty transportu w klatkach wybranych przez przydziat (rozwigzanie) X, sg

rOwne zero (C,\jv = ),
e jednostkowe koszty transportu w klatkach nie wybranych przez przydziat X, sg dodatnie,

zerowe lub ujemne (zaleznie od rozwigzywanego zagadnienia),

e funkcja celu obliczona dla takich nowych kosztow 1 aktualnego przydzialu
n

m
Z:ZZCinij :O.

i=1 j=1



Jezeli w przeksztatconej macierzy kosztow wystepujg wartosci ujemne, to gdyby zmienic
rozwigzanie tak, aby zrealizowac przydzial od dostawcy do odbiorcy o takich ujemnych

kosztach jednostkowych to funkcja celu Z = Z Z CijXij <0, czyli dokonano by optymalizacji
i=1 j=1

m n
rozwigzania przez lepsze spehlienie celu Z= ZZCUX — min. Kryterium wykonania
i=1 j=1

kolejnej iteracji w algorytmie metody rozwigzania transportowego zagadnienia
programowania liniowego z kryterium kosztow:

Jezeli w wyniku dokonanego przeksztalcenia ekwiwalentnego macierzy kosztow pozostale
elementy macierzy kosztow (te w klatkach wybranych sg oczywiscie zerami) sg.:

- nieujemne (C;; = 0) to otrzymane rozwigzanie X, jest optymalne,

- zerowe (Cj; = 0) to istniejq inne rozwigzania o tej samej wartosci funkcji celu,

-ujemne (Cj<0) fo otrzymane rozwigzanie X, nie jest optymalne i naleiy dokonaé
optymalizacii rozwigzania poprzez odpowiednig zmiane przydziatu zapasow od dostawcow
do odbiorcow.




4. Sposrdd ujemnych elementow cj; ekwiwalentnie przeksztalconej, nowej macierzy kosztow
znalez¢ element naymniejszy. Klatke, w ktorej ten element wystepuje oznaczy¢ znakiem ,,+.

5. Rozpoczynajac od tej klatki oznaczonej ,,+”, w oparciu o clementy wybrane przez aktualny
przydziat (niekoniecznie wszystkie) zbudowac cykl optymalizujacy, oznaczajac na przemian
klatki tego cyklu znakami ,,—” 1,,+”. Otrzyma si¢ w ten sposob pottancuchy dodatni 1 ujemny.

6. W poéhttancuchu ujemnym znalez¢ najmniejszg wartoS¢ dostaw XiT (moze to byC zero

wybrane) 1 przenies¢ ja po wszystkich klatkach cyklu, tzn. doda¢ lub odja¢ ja zgodnie ze
znakiem klatki do aktualnej wartosci x;; dostawy w tej klatce — otrzyma si¢ nowe
zoptymalizowane warto$ci przydzialéw — kolejne rozwigzanie X,;; zagadnienia
transportowego z kryterium kosztow.

/. Zbudowa¢ nowg tablice, wpisujac do niej elementy przeksztalconej ekwiwalentnie macierzy
kosztow oraz elementy zmienionego, nowego rozwigzania X, (Wraz z zerami wybranymi
powinno ich by¢ m + n — 1) 1 powrdci¢ do punktu 3 algorytmu.

W kazdym kroku rozwigzania (tez ostatnim dajacym rozwigzanie optymalne) wartos¢
rzeczywistej funkcji celu mozna wyznaczy¢ tylko na podstawie wyjsciowe] macierzy kosztow
1 elementéw danego wyboru.



Dla przydziatu

b; 5 10 | 20 | 15
ai

8 3 5 2

10 0
e 4 1 6 7

5| 10 0

. 1 9 4 3

20 5

uktad m+n—1 rownan Cj +1; +s; =0 potrzebny do wyznaczenia wyrazow ciagow R i S
potrzebnych do przeksztalcenia ekwiwalentnego macierzy Kosztow

Ciutri+s4=2+r,+s,=0 Cytl+S3=6+r,+53=0

Cor+r+s;=4+r,+s,=0 CiztIl3+S3=4+r3+s3=0

Cotl+S;=1+r,+5,=0 CagtI3+S4=3+r3+5,=0
rr=0

R={0,-3,-1}iS={12 -3 2}



Dla klatek wybranych ¢’ +1; +s; =0

Dla pozostatych: ¢y +r;+$,=8+0-1=7
Cpo+ri+s,=3+0+2=5
Cytri+s3=5+0-3=2
Copt Il +8,=7-3-2=2
Ca1r+r3+s,=1-1-1=-1

Cyp+r+5,=9-1+2=10

b; 5 10 20 15 W ekwiwalentnie przeksztatcone;
Qi Macierzy kosztow znajduje si¢ jeden
7 5 2 0 element o wartos$ci ujemnej C3; = —1,
10 10 CO 0znacza, z€ rozwigzanie nie jest
optymalne
15 0 0 0 2
5 10 0
oc —1 10 0 0
20 5




Klatke [3,1] oznacza si¢ znakiem ,,+” .

J 10 | 20 | 15
d;

7 5

10 0
r 0 0

10 0

. -1 |10

20 5




W oparciu o klatki zawierajace elementy wybrane buduje si¢ cykl optymalizujacy
rozpoczynajac od wymienionej klatki [3,1]. Jedynym mozliwym do utworzenia cyklem jest
cykl sktadajacy sie z klatek [3,1] [2,1] [2,3] [3.3] [3,1]. Kolejne klatki cyklu oznacza si¢ na
przemian znakami ,,— 1,1+,

b; 5 10 | 20 | 15
ai

10

0 0 0 1|2
15
5 10@40

1 "]10 oo

10

25




Najmniejszg wartoscig dostaw w poédtancuchu ujemnym (klatki [2,1] 1 [3,3]) jest X, = 5.
Przenosi si¢ ta warto$¢ po wszystkich klatkach cyklu, dodajac lub odejmujac ja od wartosci X;;.

Poprzednie wartosci X;; skresla si¢, a nowe wartoSci X3; = 5, X1 = 0 (zwykle, nie wybrane,
nie wpisywane do tabeli), X3; =5 I X33 = 15 wpisuje obok.

bj| g 10 20 15
ai
7 5 2 0
10
10
0 0 0. 2
15
Ols 10| /@59
1 10 0 0
25
® 5 1520 5

Sprawdza si¢ optymalno$¢ nowego rozwigzania rozwigzujagc uktad m+n-1 rownan
ciVjV+ri+s j =0 potrzebny do wyznaczenia wyrazéw ciggow R 1 S potrzebnych do
przeksztalcenia ekwiwalentnego macierzy kosztow itd..



Zagadnienie transportowe z kryterium czasu

Problem transportowy: tak wybra¢ sposéb realizacji dostaw zapasow od m dostawcoéw do n
odbiorcéw, aby czas tej realizacji byt najkrotszy.

Dana jest macierz czasOw realizacji dostaw T = [tjj]m«n 0d dostawcow 1 do odbiorcow J.

Zaklada sie, ze liczba srodkoéw transportowych jest wystarczajgca do jednorazowej realizacji
dostaw wszystkich zapasow.

Ograniczenia problemu transportowego z kryterium czasu sg identyczne jak w problemie

n
transportowym z kryterium kosztow: DX i<a i=12..,m,
j=1

m
=1
Xjj = 0.

Obowiazuje takze warunek rownosci podazy 1 popytu.



Dla kryterium czasu czasem realizacji dostawy jest czas najdluzszej dostawy dla danego

przydziatlu X: ty = maTx Ty (pod uwage bierze si¢ tylko czasy tj z klatek z dodatnimi
tije X

wartosciami dostawy zapasu X;; > 0).

Sposrod wszystkich mozliwych rozwigzan realizacji dostaw X optymalnym rozwiazaniem X

jest to, dla ktorego czas ty ma warto§¢ minimalna: tXOIDt =minty, (Q jest zbiorem tych
XeQ

mozliwych rozwigzan).
Ostatecznie funkcje celu zagadnienia transportowego z kryterium czasu mozna wiec zapisa¢ w

ostaci t =min| max Ty |.
P Xopt XEQ(tijeTx Xj



Algorytm metody rozwigzania transportowego zagadnienia programowania liniowego
z kryterium czasu:

1. Sprawdzi¢ speiienie warunku rownosci podazy 1 popytu. Zapisa¢ problem w tablicy
liczbowej (jak dla kryterium kosztow).

2. Dokona¢ wyboru pierwszego rozwigzania (jak dla kryterium kosztow z wyjatkiem
koniecznosci wpisywania zer wybranych).

3. Dla aktualnego rozwigzania X, wybra¢ czas ty = maTx Ty 1 usung¢ (wykresli¢) z tablicy
tije X
wszystkie klatki, w ktorych czas t;>tx (wybdr tych klatek moze tylko zwigkszy¢ czas
realizacji dostawy — pogorszy¢ optymalnos¢ kolejnego rozwigzania). Klatke, w ktore;
wystepuje czas tyx oznaczy¢ znakiem ,,—”.

4. Rozpoczynajac od tej klatki oznaczonej ,,—”, w oparciu o klatki nie wykreslone z tablicy
(niekoniecznie wszystkie) zbudowac¢ cykl rozkadowujacy, oznaczajagc na przemian kolejne
klatki tego cyklu znakami ,,+” 1,,—. Otrzyma si¢ w ten sposob pottancuchy dodatni 1 ujemny.



5. W pottancuchu ujemnym znalez¢ najmniejsza niezerowa wartos¢ dostaw X;; 1 przenies¢ ja po
wszystkich klatkach cyklu, dodajac lub odeymujac ja zgodnie ze znakiem klatki do aktualnej
wartosci X;; dostawy w tej klatce otrzymujac nowe wartosSci przydziatow.

e Jezeli przenoszony przydzial ma wartos¢ roéwng wartosci  znajdujacej  si¢
w roztadowywanej klatce zawierajgcej czas ty to otrzymuje si¢ nowe rozwigzanie Xiiq
0 mniejszym czasie realizacji.

e Jezeli przenoszony przydziat ma warto$¢ mniejszg od wartosci znajdujacej si¢
w roztadowywanej klatce zawierajgcej czas tyx to nalezy budowac kolene cykle
roztadowujace az do catkowitego roztadowania klatki zawierajgcej czas txy — az do
otrzymania nowego rozwigzania X+, 0 mniejszym czasie realizacji.

o Jeieli nie moina zbudowaé cyklu rozltadowujgcego (zerujgcego wartos¢ przydziatu
w klatce zawierajqcej czas ty), to otrzymane rozwigzanie jest optymalne.

6. Zbudowa¢ nowg tablice, wpisujac do niej elementy macierzy czasu i elementy nowego
rozwigzania X,.; 1 zaznaczajgc w niej klatki wykreslone 1 powroci¢ do punktu 3 algorytmu.



Dla przydziatu

J 10 | 20 | 15
ai
10 :
15
10 5
25
15|~ 10

Najdhuzszym czasem dostawy jest t,3 = 6. Wykresla si¢ z tablicy klatki zawierajace czasy
dhuzsze —sg to klatki zt;, =9, t,, = 7, t3; = 8.




Klatke [2,3] oznacza si¢ znakiem ,,—”.

Rozpoczynajac od klatki [2,3] oznaczonej ,,—”, w oparciu o klatki nie wykreslone z tablicy
(niekoniecznie wszystkie) buduje sie cykle roztadowujace. Mozliwy cykl [2,3] [3,3] [3,2] [2,2]
[2,3] nie jest cyklem roztadowujgcym, poniewaz najmniejszg wartoscig przydziatu
w potancuchu ujemnym bytby przydzial x3, = 0, a przenoszenie zera nie zmienia rozwigzania.
Cyklem roztadowujacym jest [2,3] [2,1] [1,1] [1,3] [2,3].



W pottancuchu ujemnym najmniejsza

niezerowg wartoscig dostaw  jest
Xo3 = X131 =5. Przenosi si¢ ja po

wszystkich klatkach cyklu, dodajac
lub odejmujac go od wartosci X;;.




W nowej tablicy najdhuzszym czasem dostawy jest t33=5. Wykresla si¢ z tablicy klatki
zawierajace czasy dtuzsze, w tym poprzednio roztadowang klatke z t,; = 6.

Klatke [3,3] oznacza si¢ znakiem ,—”. Niestety nie mozna dla niej zbudowaé cykli
roztadowujacych, €0 o0znacza, ze aktualne rozwigzanie jest optymalne. Najkrotszym
mozliwym czasem dostawy jest 5 jednostek czasu:

txopt = )rpi n [ max ij = min{max{1,3,1,6,5,2}, max{4,3,4,1,5,2}} = min{6,5} =5
S tije X



Problem przydzialu

Czasem przed kierownictwem eksploatacji stoi problem optymalnego przydzialu lub

przyporzadkowania:

— pracownikow do pracy na roznych stanowiskach obstugowych lub naprawczych, gdy znane sg
wydajnosci ich pracy na tych stanowiskach,

—operatorow do sterowania danymi typami urzadzen w systemie uzytkowania (operacyjnym
systemu eksploatacji), jezeli znana jest miara ich przydatnosci do sterowania tymi
urzadzeniami,

—wykonawcow do wykonywania okreslonych zadan, gdy znana jest miara ich przydatnosci do
tych zadan,

—ustugodawcow zewnetrznych do zrealizowania kilku ustug, gdy znane sg miary optacalnosci
korzystania z roznych ustug tych ustugodawcow.

Problem przydzialu mozna sprowadzi¢ do zagadnienia transportowego, w ktorym wielkos¢
zapasow w kazdym magazynie jest rowna 1, zapotrzebowanie kazdego odbiorcy jest takze
rowne 1, a zmienne decyzyjne mogg przyjmowac tylko dwie wartosci:

- Xjj = 1 - oznacza, ze dokonano przydzialu elementu i do zadania j,

- Xjj = 0 - oznacza, ze elementu i nie przydzielono do wykonania zadania j.

Moze by¢ poszukiwane maksimum lub minimum funkcji celu, a sens fizyczny macierzy
C = [Cij]mxn jest zalezny od rodzaju danego zagadnienia.



Sformulowanie problemu przydzialu: znalez¢ macierz zmiennych decyzyjnych X = [Xijlmxn,
ktora optymalizuje forme liniow3:

m n
- Z=) > CjXj — max(min) dla kryterium kosztow,

i=1j=1
-1 =min| max Ty | dla kryterium czasu,
Xopt XeQ(tij el x Xj y
n -
przy ograniczeniach _leij <l i=12,..,m,
J:

m
inj Sl J :1,2,...,n,
=1

IXij E{O,l}

Metoda rozwigzania problemu przydziatu jest identyczna jak zagadnienia transportowego
z kryterium kosztow gdy poszukuje si¢ najtanszego rozwigzania oraz z Kryterium czasu gdy
poszukuje si¢ najszybszego rozwigzania.

Obowigzuje takze warunek roéwnosci podazy 1 popytu, ktory wymusza réwnos¢ liczby
dostawcow m 1 liczby odbiorcéw n. Dla zagadnienia transportowego z kryterium kosztow daje
to tez m przydzialéw rownych 1 i m — 1 przydzialéw rownych zeru wybranemu, aby operowacé
m+n+1 rownaniami przy wyznaczaniu ciggéw R 1 S potrzebnych do przeksztalcen
ekwiwalentnych macierzy kosztow.



Metody analizy sieciowe] powstalty na przelomie XIX i XX wieku, kiedy zauwazono,
ze wlasciwa organizacja pracy podczas realizacji ztozonych przedsiewzigé jest jednym
z 1stotnych warunkow efektywnosci dziatania cztowieka.

Prekursorami tej dziedziny wiedzy byli prof. Karol Adamiecki z Politechniki Warszawskie]
oraz amerykanski inzynier Henry Gantt — znane jest pojecie wykresoOw, plandow pracy,
harmonograméw Gantta-Adamieckiego.

Metody analizy sieciowe] moga by¢ wykorzystane w:

—analizie 1 planowaniu realizacji zlozonych przedsiewzig¢ 1 budowie harmonogramow
czynnosci (w tym takze przedsiewzie¢ obslugowo-naprawczych urzadzen),

—badaniu natezenia procesdw eksploatacyjnych, np. natezenia ruchu urzadzen, potokdéw energii
i masy w sieciach przesylowych (komunikacyjnych, logistycznych, energetycznych,
rurociggach),

—analizie przepustowosci 1 badaniu natezenia przesytania informacji w sieciach tacznosci,

—wyborze optymalnych potaczen, np. komunikacyjnych dla zadanej sieci drog czy przesylu
informacji dla zadanej sieci tgcznosci,

—modelowaniu struktur organizacyjnych systemoéw zarzadzania i zaopatrzenia,

— planowaniu przebiegu postepowania w przypadkach wystgpienia sytuacji krytycznej,

—1tp..



W analizie sieciowej algorytm realizacji zadania przedstawia sie graficznie w postaci tzw.

sieci dzialania. Sie¢ przedstawia:

- pewne stany (zdarzenia) istotne w trakcie realizacji zadania — w postaci wezlow
(wierzchotkow),

- powigzania miedzy nimi, a wi¢c czynnoSci umozliwiajagce zmian¢ stanu — za pomocg
odcinkow (fukow, strzalek).

Sie¢ zawiera takze opisy dajace dodatkowe informacje o realizowanych dziataniach,

a w szczegblnosci czas trwania poszczegolnych dzialan.

Przedmiotem analizy sieciowej jest planowanie i sterowanie realizacjq tzw. projektow.
Przez projekt rozumie sie zbior czynnosci powigzanych ze sobqg okreslong kolejnoscig
wykonania, a sktadajgcych si¢ razem na pewne wigksze przedsiewziecie.

Metody analizy sieciowe] umozliwiaja przeprowadzenie racjonalnej organizacji pracy 1 czesto
skrocenie czasu realizacji przedsiewziecia.

Sposrod wielu 1stniejacych metod analizy sieciowej organizacji 1 planowania zlozonych
przedsiewzig¢, w ktorych realizacji bierze udzial wielu wykonawcdéw wykonujgcych
jednoczesnie wiele czynnosci, szczegdlnie wazna wydaje sie PERT (Program Evaluation and
Review Technigue — technika oceny i kontroli programu) oraz CPM (Critical Path Method —
metoda $ciezki krytycznej).



PERT pozwala na wyznaczenie czynnosci krytycznych (,,waskich gardet”) determinujacych
czas wykonania catego przedsigwziecia.

PERT zostala po raz pierwszy zastosowana w USA w 1953 r. podczas prac zwigzanych
z konstrukcja 1 budowa rakiety Polaris.



Podstawowe pojecia planowania sieciowego wg PERT

Zdarzenie — stan rozpoczgcia lub zakonczenia dziatania elementarnego — nie pochtania czasu
ani srodkow. Zdarzenia w sieci sg ilustrowane za pomoca jej wierzchotkow (weztow)
| 0znaczane kolejnymi liczbami.

Czynno$¢ — dzialanie elementarne zachodzace w czasie, wymagajace sily roboczej, energii,
materialow, miejsca, urzgadzen 1 innych Srodkow. CzynnoSci sg reprezentowane przez tuki
(potaczenia, odcinki) sieci I opisywane za pomoca pary liczb [I,J] oznaczajacych zdarzenie
rozpoczynajace 1 konczace czynnosc.

Czas trwania czynnosci — czas realizacji dzialania elementarnego.

Przedsiewziecie — zlozony zespol zdarzen 1 czynnos$ci zaczynajacych sie 1 konczacych
W pewnym czasie.

Sie¢ PERT — graf, ktorego weztami (wierzchotkami) sg zdarzenia, a tukami (potgczeniami) sg
czynnosci. Na tukach grafu opisana jest funkcja czasu.

Sie¢ — uporzadkowana trojka elementow S = [X, U, T], gdzie: [X, U] - graf (uporzadkowana
dwojka elementow) przedstawiajacy organizacje realizacji przedsigwzigcia, X - zbior
wierzchotkow, U - zbior tukow przeksztalcajacych zbidor X w X, T - funkcja czasu opisana na
tukach.



Jezeli para wierzchotkow X; I X; jest
ze soba w relacji prostej X; = U(X;)
oraz odwrotngj x;=U"(x) to
wierzchotki  te  tworza ik
skierowany Uj;.

Fuki sasiednie posiadajg
przynajmniej  jeden  wspOlny
wierzchotek.

F.ancuch — cigg tukow, w ktorych
kazde dwa kolejne sg tukami
sgsiednimi.

Droga w grafie — tancuch, w ktérym dla kazdych dwoch lukow koniec poprzedniego jest
poczatkiem nastepnego.

Cykl grafu — droga w grafie, ktorej poczatek pokrywa si¢ z koncem.
Graf spojny — graf, ktorego kazdg pare wierzchotkdw mozna polaczy¢ tancuchem.

Sie¢ — graf spOjny, w ktérym na zbiorze tukow opisano pewng funkcje o wartosciach
nieujemnych (np. majacg sens czasu).

Sie¢ transportowa — sie¢ zbudowana na grafie bez cykli, w ktorej istnieje tylko jedno wejscie
oraz tylko jedne wyjscie.



Zdarzenia
- Ze wzgledu na miejsce w siect:
—poczatkowe — rozpoczynajgce realizacje danego przedsigwziecia, dla ktorego czas
zaistnienia przyjmuje si¢ rOwny zero (oznaczane zazwyczaj podwojnym okregiem),
—koncowe — konczace dane przedsiewzigcie, ktorego czas zaistnienia wyznacza czas
realizacj1 przedsiewziecia (oznaczane zazwyczaj) podwojnym okregiem),
—posrednie — wyroznione stany realizacji przedsiewzigcia miedzy zdarzeniem
poczatkowym 1 koncowym,;
- ze wzgledu na kolejnos¢ wystepowania:
— poprzednie — bezposrednio poprzedzajace dane, bez zadnych innych zdarzen posrednich,
—nastepne — nastepujace po danym, bez zadnych innych zdarzen posrednich.

Czynnosci
- Ze wzgledu na miejsce w sieci: pierwsze, posrednie i ostatnie,
- ze wzgledu na czas trwania:
—rzeczywiste (zwykle) — realnie wystepujace w trakcie realizacji przedsigwzigcia,
pochlaniajace czas i srodki (0znaczane zazwyczaj liniami cigglymi),
—pozorne (zerowe) — o zerowym czasie trwania, nie pochlaniajace realniec ani czasu, ani
srodkow, jednak majace znaczenie porzadkujace w sieci: jezeli rozpoczecie czynnosci [K,l]
z pewnych wzgledow technologicznych lub organizacyjnych powinno nastapi¢ po
wystgpieniu zdarzenia o numerze |, to nalezy wprowadzi¢ do sieci czynnos$¢ pozorng [],K]
(oznaczane zazwyczaj liniami kreskowymi).



W sieci czynnos$ci obowiazuja nast¢pujace zasady:

—zdarzenia muszg nastepowac po sobie w porzagdku technologicznym realizacji badanego
przedsiewzigcia,

—zadnego zdarzenia nie mozna uwaza¢ za dokonane, dopoki nie zrealizowano wszystkich
czynnosci prowadzacych do niego,

—zadna czynnos$¢ nie moze by¢ rozpoczeta, dopoki nie zaszto poprzedzajace jg zdarzenie,
—kazde zdarzenie nast¢pne musi mie¢ numer wyzszy od zdarzenia poprzedniego,

—sie¢, w ktorej wystepuja cykle jest zbudowana wadliwie.



W metodach analizy sieciowej czas jest najwazniejszym parametrem charakteryzujacym
czynnos$ci — jego mozliwie najdokladniejsze wyznaczenie jest jednym z glownych zadan
podczas opracowywania sieci przedsiewziecia. Metody okreslania czasu trwania czynnosci:

— kalkulacyjna (analityczna) — czas jest obliczany na podstawie znanych zaleznosci
matematycznych opisujacych okreslone zjawiska fizyczne wystepujace w trakcie procesu
technologicznego (np. czas przejazdu przez pojazd okreslonej drogi zalezny jest od Sredniej
predkosci jazdy 1 dlugosci drogi do przejechania, czas zlewania paliwa z cysterny zalezny
jest np. od natezenia przeptywu paliwa w elementach instalacji paliwowej, itp.),

— statystyczna — czas trwania czynnoSci wyznaczany jest jako wartos¢ srednia wielokrotnych

: . .- 13 o :
pomiarow jej realizacji: t==>t;, t - wynik i-tego pomiaru czasu, n - ilo$¢ powtdrzen
i=1
pomiaru czasu,
— szacunkowa — czas trwania czynno$ci wyznaczany jest na podstawie ocen ekspertéw
w danej dziedzinie (moze by¢ jednoosobowa lub wicloosobowa). Ze wzgledu na ilosé
danych podawanych przez ekspertow wyrdznia si¢ metody jednoocenowa i wieloocenowa.

n
D Wity

Warto$¢ czasu trwania czynnosci tj; jest Srednig wazong: tj; = k=
2 Wy
k=1

wspotczynnikow wagowych dla podawanych przez ekspertow czasow ty.

, Wy - przyjete wartosci



W metodzie trojocenowej wystepuja.

—t, - czas optymistyczny — realnie najkrotszy czas trwania czynnosci w warunkach
sprzyjajacych, bez zadnych istotnych zaktocen,

—tn - czas najbardziej; prawdopodobny realizacji czynnosci, niezb¢edny do jej wykonania
w warunkach normalnych, wystepujacych najczescie,

—t, - czas pesymistyczny — najdluzszy czas wykonywania czynnosci w warunkach
niekorzystnych, dajgcych si¢ realnie przewidziec.

¢ W, t, + Wt + Wy,
ij —

W, + W, + W

Dla najczesciej przyjmowanych wartosci wspotczynnikow wagowych: W, =1, wp, =4 1w, = 1:
t, +4t, +t,
tij = 6 .

Czas trwania czynnosci jest zmienng losowa. Im wigksza jest roznica miedzy oszacowanymi
warto$ciami czasow t, 1 t; tym mniejsze jest prawdopodobienstwo zrealizowania czynnosci,
a za tym 1 catego przedsigwziecia, w zalozonym czasie.



Dla okreslonej siect jej analiza technika PERT polega na kolejnym wyznaczeniu:

1) najwczesniejszych mozliwych chwil zaistnienia kazdego j-tego zdarzenia
0= max i+t
Xj €U 1y j
t;’ - najwczesniejsze mozliwe chwile zaistnienia zdarzen bezposrednio poprzednich
ij - Czasy trwania czynnosci pomigdzy zdarzeniami X; I X;

Czasy te wyznacza si¢ rozpoczynajgc od zdarzenia poczatkowego w sieci, przy czym dla
zdarzenia poczatkowego nalezy przyjaé t = 0,

2) najpdzniejszych mozliwych chwil zaistnienia kazdego i-tego zdarzenia: til = miLEI {t% —tij}
Xje Xj

tjl - najpozniejsze mozliwe chwile zaistnienia zdarzen bezposrednio nastgpnych
ij - Czasy trwania czynnos$ci pomigdzy zdarzeniami X; I X;

Czasy te wyznacza si¢ rozpoczynajac od zdarzenia koncowego w sieci, przy czym zdarzenia
koncowego nalezy przyjac til = tio ,



3) catkowitych zapaséw czasu trwania czynnosei [1,]]: ; ; = t% —t —t
t; - najwczesniejsze mozliwe chwile zaistnienia zdarzen rozpoczynajacych te czynnosci
tjl - najpozniejsze mozliwe chwile zaistnienia zdarzen konczacych te czynnosci

jj - CzasSy trwania tych czynnoSci.

Zapas czasu trwania czynno$ci — rezerwa czasu, ktorej wyczerpanie (opdznienie terminu
rozpoczecia jej realizacji lub wolniejsze jej wykonywanie) nie spowoduje zwigkszenia
najpozniejszego mozliwego terminu zaistnienia zdarzenia konczacego ja, a w konsekwencji
1 czasu zakonczenia catego przedsiewziecia.

Niezerowy zapas czasu trwania czynnosci dotyczy calych drog znajdujacych sie¢ pomiedzy
zdarzeniami, od ktorych rozpoczyna si¢ i na ktorych konczy si¢ kilka czynnosci. Gdyby czas
trwania jednej z tych czynnosci zwigkszy¢ o wyznaczony dla tej drogi niezerowy zapas czasu
(wykorzysta¢ zapas czasu), to nastepuje zanik zapasu czasu dla wszystkich pozostatych
czynnos$ci na tej drodze — zapas czasu moze by¢ wykorzystany w danym fragmencie sieci
tylko raz.



Zdarzenia krytyczne — zdarzenia, dla ktorych najwczesniejsza 1 najpozniejsza mozliwa chwila
ich zaistnienia sa sobie rowne: t =t

CzynnoSci krytyczne — czynnosci o zerowym zapasie czasu trwania z;; = 0.

Sciezka krytyczna — ciag kolejnych zdarzen i czynnosci krytycznych, ktore tacza zdarzenie
poczatkowe ze zdarzeniem koncowym przedsigwziecia; W kazdej sieci istnieje co najmniej
jedna sciezka krytyczna.

W idealnej sieci czynnosci wszystkie Sciezki sg $ciezkami krytycznymi (na zadnej ze Sciezek
nie ma zapasu czasu, a wiec planowanego przestoju zwigzanego z oczekiwaniem na
zakonczenie realizacji czynnosci sktadajacych sie na sciezke krytyczng).

Sciezka krytyczna ustala najwcze$niejszy termin, w jakim mozna oczekiwaé zakonczenia
calego przedsiewzigcia — jakiekolwiek nieplanowane opoZnienie realizacji czynnosci na
sciezce krytyczne] powoduje opoznienie realizacji calego przedsiewziecia.

Dla realizacji czynnos$ci na Sciezce krytycznej nalezy wyznacza¢ pracownikow 1 urzadzenia
o najwigkszym wspolczynniku bezpieczenstwa (pracownikéw najbardzie; doswiadczonych,
najsilniejszych, urzadzenia nowe, wysoko niezawodne).



Mozliwos¢ wyznaczenia $ciezki (drogi) krytycznej stanowi zasadniczg zalet¢ 1 istot¢ metod
analizy sieciowej.

Sie¢ z wyznaczonymi Sciezkami krytycznymi 1 §ciezkami z zapasami czasu stanowi materiat do
analizy 1 doskonalenia planowanego przedsiewziecia, polegajacego na skroceniu realizacji
catego przedsiewziecia poprzez, o ile jest to technologicznie mozliwe, przesunigciu czynnosci
ze Sciezki krytycznej na $ciezke z niezerowym zapasem czasu trwania czynnosci.



Przyktad. Niech bedzie okreslona sie¢ transportowa przedstawiona ponize;.
Dla kazdej z czynno$ci znany jest czas jej realizacji wpisany nad tukiem jg symbolizujacym.

Najwczesniejsze mozliwe chwile zaistnienia kolejnych zdarzen w licznikach utamkow przy
zdarzeniach.

Najpozniejsze mozliwe chwile zaistnienia kolejnych zdarzen w mianownikach utamkoéw przy
zdarzeniach.

Zapasy Czasu trwania czynnosci kolejnych czynnosci w nawiasach pod tukami czynnosci.



Czynnosci [2,4] 1 [4,6] maja zapasy czasu rowne 5 - gdyby czas trwania jednej z tych czynnosci
zwickszy¢ o 5, to nastepuje zanik zapasu czasu dla drugiej czynnosci - zapas czasu moze by¢
wykorzystany w danym fragmencie sieci tylko raz.

Zdarzenia krytyczne: Xy, X, Xs, Xs.

Czynnosci krytyczne: [1,2], [2,5], [3,6].

Sciezke krytyczna oznaczono linia podwojna.

Czas trwania catego przedsiewziecia to 23 jednostki czasu.
Sie€ nie jest idealna.



Harmonogramy czynnosci

Na podstawie sieci czynno$ci mozna opracowaé tzw. operatywny plan kierowania w postaci
harmonogramu lub harmonogramu Gantta-Adamieckiego.

Harmonogram - forma planowania przedsiewzi¢¢ realizowanych zazwyczaj przez jednego
wykonawce - tabelaryczne zestawienie wykonywanych czynnosci oraz terminow ich realizacji
— daje informacje¢ o pracy wykonywanej w danej chwili, ale nie uwidacznia powigzan miedzy
czynnosciami.

Harmonogram realizacji przedsigwzigcia

Lp. Nazwa czynnosci Termin realizacji Uwagi




Harmonogram Gantta-Adamieckiego — wykres przedstawiajacy przedzial czasu realizacji
poszczegdlnych czynnosci skladowych przedsigwziecia.

Odpowiednios¢ elementow sieci i harmonogramu Gantta-Adamieckiego:

czynno$¢ A 0 numerze [1,2] @ @ A
A
1 o 2 . _~n
Q G @ B

czynnos¢ B o numerze [2,3] zaczyna si¢ PO
skonczeniu czynnosci A o numerze [1,2]

czynnosci A o numerze [1,2] 1 B o numerze A
[1,3] o r6znych czasach trwania zaczynajg si¢ B
w tej samej chwili

[2,4] o r6znych czasach trwania zaczynaja si¢ Q e
po zakonczeniu czynnosci A o numerze [1,2]

czynnosci B o numerze [2,3] i C o numerze @ A
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nr
czynnosci

Harmonogram Gantta-Adamieckiego
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Opracowanie przedsi¢wzi¢cia z wykorzystaniem PERT

Proces opracowania przedsiewzig¢cia za pomocg PERT polega na wykresleniu sieci czynnosci
ilustrujgcej przebieg realizacji przedsiewzigcia, wykonaniu obliczen w sieci oraz
przeprowadzeniu optymalizacji przedsiewziecia w celu zmniejszenia catkowitego czasu jej
trwania.

W procesie opracowania planu realizacji przedsiewzig¢cia mozna wyrdznié trzy etapy:
- etap I (wstepny) — podziat przedsiewzigcia na czynnosci 1 zdarzenia,

- etap Il — opracowanie sieci czynnosci,

- etap Il — analiza 1 doskonalenie sieci czynnosci.



Podzial przedsiewziecia na czynnosci i zdarzenia

—opracowanie zalozen wykonawczych przedsigwzigcia obejmujacych miedzy innymi:
okreslenie metody realizacji, miejsca, termindw, sit 1 srodkow biorgcych udziat w realizacji
zadania,

—dokonanie technologicznego podzialu przedsiewziecia na etapy i czynno$ci. Ustalany jest
stopien szczegotowosci sieci czynnosci, zalezny od szczebla zarzadzania — czynnos¢
sktadowa wystepujaca na danym szczeblu, moze by¢ traktowana jako odrgbne
przedsiewziecie na nizszym szczeblu zarzadzania opracowywane w sposob analogiczny,

—sporzadzenie wykazu czynnosci oraz ustalenie warunkow organizacyjnych 1 technologicznych
ich wykonania,

—przydziat zadan poszczegolnym wykonawcom,

— okreslenie czasu trwania czynnosci.



Opracowanie sieci czynnosci

— ustalenie kolejnos$ci 1 numeracja zdarzen i czynnosci,

—wykreslenie sieci czynnosci,

— Opis czynnosci zawartych w sieci (ich czasOw trwania 1 wykonawcow),
—wykonanie obliczen w sieci,

—Wwyznaczenie sciezki krytycznej w siecl.



Analiza i doskonalenie sieci czynnosci

—analiza sieci czynnosci,

—przydzial dodatkowych sit 1 srodkow do realizacji niektorych czynnosci znajdujacych si¢ na
sciezce krytycznej, co jest zwigzane ze wzrostem kosztow realizacji przedsigwziecia
| powinno podlega¢ analizie ekonomicznej,

—zmiany sposobu realizacji przedsigwzigcia poprzez przesunieCia niektorych czynnosci
ze Sciezki krytycznej na inng Sciezke, o ile jest to ze wzgledow technologicznych
| organizacyjnych dopuszczalne,

— zatwierdzenie sieci czynnosci,

—sporzadzenie wykazu rezerwowych sit 1 Srodkéw (na $ciezkach z zapasami czasu trwania
czynnosci), ktére mogg by¢ wykorzystane dla realizacji innych, wczes$niej nie
przewidywanych zadan.



Teoria obslugi masowej (teoria kolejek) bada procesy losowej obstugi losowych strumieni
zgloszen - bada systemy obstugi, w ktorych w losowych chwilach czasu pojawiajg si¢
zgloszenia wymagajace na ogot losowego czasu obshugiwania.

Systemy takie nazywa si¢ Systemami obslugi masowej (SOM). Rodzaj zgloszen 1 obstug
zalezy od danego badanego systemu, np.:

Klient do sprzedawcy - czas operacji kupna/sprzedazy,
pacjent do lekarza - czas badania,

telefonujacy do sieci - czas polaczenia,

urzadzenie do stanowiska obstugi - czas obshugi.

Podstawowe zadanie teorii obstugi masowej - opracowanie matematycznych metod oceny
jakosci dziatania SOM poprzez wyznaczenie okreslonych charakterystyk 1 wskaznikow
procesOw obslugi masowej, a w szczegdlnosci:

- wielkosci charakteryzujacych system w calosci, np. prawdopodobienstwa odmowy
obstugiwania pojawiajacego si¢ zgloszenia, prawdopodobienstwa wystapienia kolejki do
obstugiwania,

- rozktadow dyskretnych lub ciggltych zmiennych losowych charakteryzujacych system,
np. rozktadu liczby zgloszen do obstugiwania, rozkladu liczby zgloszen oczekujacych na
obstugiwanie, rozktadu czasu obstugiwania, rozktadu czasu oczekiwania na obstugiwanie,

- wartosci oczekiwanych parametréw charakteryzujacych system, np. liczby zgloszen
znajdujacych si¢ w systemie, czasu realizacji obstugi (czasu obstugiwania) zgtoszenia.



W teorii obstugi masowej operuje si¢ nast¢pujacymi pojeciami:

strumien — cigg zdarzen,
zgloszenie — kazdy obiekt przychodzacy do systemu obstugiwania w celu obstuzenia,
strumien zgloszen — strumien sktadajacy si¢ ze zgloszen do obstugiwania,

strumien wejSciowy — strumien zgloszen wymagajacy obstugiwania i nadchodzacy do systemu
obstugiwania,

strumien wyjsciowy — strumien zgloszen opuszczajacy system obslugiwania,
kanal obstugi — sily 1 Srodki wykonujace obstugiwanie pojedynczego zgloszenia,

czas trwania obshugiwania — przedzial czasu niezbedny dla spelnienia przez system
obstugiwania wszystkich wymagan pochodzacych od jednego zgloszenia,

zdolnos¢ przepustowa systemu obstugiwania — maksymalna liczba zgloszen, ktore moga by¢
jednoczesnie obstugiwane przez system obstugiwania,

czas pobytu zgloszenia w systemie obshugiwania — przedzial czasu od chwili pojawienia si¢
zgloszenia w systemie obslugiwania do chwili opuszczenia systemu przez zgtoszenie; zwykle
sktada si¢ z czasu oczekiwania na obstugiwanie, czasu obstugiwania I czasu oczekiwania po
obstugiwaniu na uzytkowanie.
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—strumien wejsciowy o intensywnosci Aye — strumien zgtoszen do SOM jako cigg zdarzen
sktadajacy sie ze zgloszen do obstugiwania,

-S4, Sy, ..., Sy — kanaly (stanowiska, aparaty) obstugi; parametrem charakteryzujagcym system
obstugiwania jest ich liczba n oraz czas obstugiwania,

— strumien wyjSciowy o intensywnosci A,y — strumien zgloszen opuszczajacych SOM.

Zgloszenia nadchodzace do systemu obstugiwania sa obstugiwane przez jego kanaly obstugi.
W przypadku gdy wszystkie kanaty sa zajete, nadchodzace zgloszenia tworzg kolejke zgloszen
oczekujacych na obstugiwanie lub opuszczajg system nie obstuzone.



Ze wzgledu na charakter strumienia wejsciowego do SOM wyrodznia sig:

—SOM z nieograniczonym strumieniem zgloszen — liczba potencjalnych zgloszen do
obstugiwania nie jest z goéry ograniczona lub znana, np. do publicznej stacji benzynowej moze
zglosi¢ sie dowolny pojazd,

—SOM 1z ograniczonym strumieniem zgloszen — liczba mozliwych zgloszen do obstugiwania
jest ograniczona z gory, np.: wewnetrzne dzialy obstlugowo-naprawcze przedsiebiorstw
obstuguja tylko urzadzenia sktadajace si¢ na majatek tego przedsiebiorstwa.



Ze wzgledu na charakter strumienia wyjsciowego w stosunku do strumienia wejsciowego gdy
wszystkie kanaly obstugi sg zajete (na ,,los” jaki spotyka zgloszenie do obslugiwania gdy
wszystkie kanaly obstugi sg zajete), wyrdznia sie¢:

—SOM ze stratami — strumien wyjSciowy sktada si¢ ze zgloszen obshuzonych
1 nicobstuzonych; jako ,,strate” rozumie si¢ Nieobstuzenie danego zgloszenia; Wyrdznia si¢:

—SOM z kolejka zabroniona — gdy wszystkie kanaty obstugi sg zajete zgloszenie opuszcza
system nie obstuzone (nie moze tworzy¢ si¢ kolejka zgloszen oczekujacych na
obstugiwanie), np. automatyczna centrala telefoniczna, gdy numer abonenta jest zajety,

—SOM z ograniczona kolejka — zgloszenie opuszcza system nie obstuzone gdy zajcte sa
wszystkie kanaly obslugi 1 wszystkie miejsca w kolejce do obslugiwania (nie moze
tworzy¢ si¢ kolejka zgloszen oczekujacych na obstugiwanie dtuzsza niz okreslona liczba
miejsc w kolejce), np. gdy ograniczony plac postoju przed stacja benzynowa jest
catkowicie wypetniony pojazdami,

—SOM bez strat (z nieograniczong kolejka) — strumien wyjsciowy sklada si¢ wylacznie
ze zgloszen obstuzonych.



Regulaminy kolejek:

—FIFO (first in first out) — zgloszenia sa obstugiwane w kolejnosci ich przybycia do SOM,
np. kolejka klientow w sklepie,

—LIFO (last in first out) — w pierwszej kolejnosci obstugiwane jest ostatnie zgloszenie,
np. wydawanie srodkow materialowych z magazynu, w ktorym sa one uktadane jedne na
drugich,

—SIRO (selection in random order) — kolejnos¢ obstugi losowa, np. mozliwos¢ uzyskania
polaczenia z zajetym (w danej chwill) numerem abonenta centrali automatycznej przez
jednego z kilku abonentow wykrecajacych ten sam numer jednoczesnie,



—z priorytetem zgloszen — w pierwsze] kolejnosci obstugiwane sa zgtoszenia o najwyzszym
priorytecie, np. dostep do kas w pierwszej kolejnosci kobiet w c13zy; wyrdznia si¢:

—priorytet bezwzgledny (rugujacy) — w chwili przybycia zgloszenia z priorytetem do
SOM w sytuacji zajetosci wszystkich kanalow obshugi przerywa sie obstugiwanie
zgloszenia o mniejszym priorytecie 1 obstuguje to o wiekszym priorytecie; wyrdznia si¢:

— ze stratg zgloszenia, ktorego obstugiwanie przerwano,

—z kontynuacja obslugiwania zgloszenia, ktorego obslugiwanie przerwano po
zakonczeniu obstugiwania zgloszenia z wickszym priorytetem,

—z rozpoczeciem od nowa obslugiwania zgloszenia, ktorego obstugiwanie przerwano
po zakonczeniu obstugiwania zgloszenia z wickszym priorytetem,

—priorytet wzgledny — w chwili przybycia zgloszenia z priorytetem do SOM w sytuacji
zajetosci wszystkich kanatow obstugi zajmuje ono pierwsze miejsce w kolejce zgloszen
oczekujacych na obstugiwanie,

—mieszane i dynamiczne reguly priorytetowe — w chwili przybycia zgloszenia
z priorytetem do SOM w sytuacji zajetosci wszystkich kanalow obstugi jest ono
obslugiwane natychmiast lub zajmuje odpowiednie miejsce w kolejce zgloszen
oczekujacych na obstugiwanie w zaleznosci od zaawansowania trwajacych obshlug,
priorytetow obslugiwanych zgloszen, priorytetow zgloszen oczekujacych w kolejce
1 innych ustalen kierownictwa SOM.



Ze wzgledu na istnienie priorytetu kanatow obstugi wyr6znia si¢ systemy:

—nieuporzadkowane — kanaly obstugi sg rOwnouprawnione — nadchodzace zgloszenie jest
obslugiwane przez dowolny, wolny kanat obslugi, bez nadawania pierwszenstwa zadnemu
Z nich,

—uporzadkowane — kanaly obstugi nie sg rownouprawnione — nadchodzace zgloszenie jest
obslugiwane przez pierwszy z wolnych kanatow, uporzadkowanych wedtug okreslonego

Kryterium,



Poczatek teorii obstugi masowej — 1918 r. — A. K. Erlang — matematyk, pracownik sieci
telefoniczne;.

Tworca nauki o masowej obstudze — 1951 r. — D. G. Kendall — praca o systemach kolejek.

Opis Kendalla SOM: trzy symbole przedzielone pochytymi kreskami, oznaczajace:
—rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej T, czasu miedzy kolejnymi zgtoszeniami,
—rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej T, €zasu obstugiwania,

—liczba kanatow obstugi znajdujacych si¢ w systemie.

Zapis Kendalla bywa uzupetniany o kolejne dwa parametry SMO, umieszczone po dwukropku
w nawiasie I przedzielone przecinkiem:

—wielkos¢ obstugiwanej populacji m,

—liczba miejsc w kolejce L.



Symbole dla wyrdéznionych rozktadow:

D - rozklad deterministyczny o rownych odstepach czasu,
0dat<O

e ™ dlat>0, A>0
(0 dlat<O

E, - rozklad Erlanga rzedu k, o gestosci f (1) =1 2 W) Te™dlat>0 A>0, k=12,...

(k-1
G - dowolny rozktad,
Gl - dowolne odstepy czasu migdzy kolejnymi zgtoszeniami lub czasy kolejnych obstugiwan,
niezalezne od siebie.

M - rozktad wyktadniczy, o gestosci f(t) = {

Symbol M/M/5:(o0,0) o0znacza SOM, w ktérym czas migdzy kolejnymi zgloszeniami i czas
obstugiwania maja rozktady wyktadnicze o odpowiednich intensywnos$ciach, liczba kanatow
obslugi jest rowna 5, system obstuguje populacje o nieskonczonej licznosci (system
Z nieograniczonym strumieniem zgloszen) i istnieje nieskonczona liczba miejsc w kolejce
(system bez strat).



Strumien zgloszen do obshugiwania

Strumien zgloszen do obstlugiwania charakteryzuje liczba zgloszen k nadchodzacych do
systemu obstugiwania w danym przedziale czasu.

k zalezy od wielu nieokreslonych $cisle czynnikoéw i nalezy ja traktowac¢ jako zmienng losowa
dyskretnag X(t) — jest funkcjg czasu I przyjmuje tylko wartosci catkowite nieujemne.

Przyjmuje sie, ze strumien zgloszen do obstugiwania jest znany, jezeli znane jest
prawdopodobienstwo nadejs$cia do systemu K zgloszen w przedziale czasu [0,t) — znana jest
dystrybuanta P(X(t) = k) = Py, wtedy: k; <k, < ... <ki<..<kdlat; <t, <..<t <. <t
Ki liczba zgtoszen w przedziale czasu [0,t;).

o0
Warto$é oczekiwana liczby zgtoszen: E(X )= > kP .
k=0

Znalezienie postaci tej dystrybuanty jest do$¢ trudne 1 dla uproszczenia zaktada si¢: strumien
zgloszen do obstugiwania jest strumieniem prostym — zmienna losowa t; (czas mig¢dzy
kolejnymi zgloszeniami) ma rozklad wykladniczy z parametrem p; 0 dystrybuancie

F(t)=P(z; <t) 1M, 11 - odwrotnos$¢ wartosci oczekiwanej zmiennej losowej 1.

Prosty strumien zgloszen do obstugiwania jest stacjonarny (jednorodny), pojedynczy (zwykty)
1 bez nastepstw.



Stacjonarno$¢ — prawdopodobienstwo nadejscia do SOM K zgloszen w przedziale czasu
o dhugosci t zalezy tylko od liczby zgloszen k 1 dlugosci przedziatu czasu t, a nie zalezy od

potozenia tego przedzialu na osi czasu (tj. od wyboru chwili poczatkowej T):
P(X(t) = k) = P(X(T +t) — X(T) =K).

Pojedynczos¢ — w danej chwili do systemu moze nadejs¢ tylko jedno zgloszenie:
. P(X(t)>1)
lim
t—0 t

=0.

Brak nastepstw — prawdopodobienstwo nadejscia kK zgloszen w przedziale czasu [T,T+t) jest
niezalezne od ilosci 1 sposobu wystepowania zgloszen do chwili T - prawdopodobienstwo
warunkowe wystapienia K zgloszen w danym przedziale czasu o dlugosci t pod dowolnym
warunkiem jest rowne prawdopodobienstwu bezwarunkowemu:

P((X(T +t) — X(T) =k) | (X(T) = 1) = P(X(T + t) — X(T) = k).



Dla strumienia prostego:
k
- liczba zgloszen k do SOM ma rozklad Poissona z parametrem ¢ > 0: P, = kle -,

- E(X) =c.

Rozpatrujagc cigg zdarzen zachodzacych w czasie przy dowolnym podziale osi czasu na

przedziaty spetniajgce warunki:

- prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia w przedziale o dtugosci dgzacej do zera tez dazy
do zera,

- liczby zdarzen w roztacznych przedziatach czasu sg zmiennymi losowymi niezaleznymi,

to liczba zdarzen w przedziale czasu o dlugosci t jest zmienng losowa dyskretng o rozktadzie

Poissona z parametrem ¢ = At, A - intensywnos¢ zdarzen (przecigtna (Srednia) liczba zgloszen

K
(7”3 e M (rozklad ciagly dla t i dyskretny dla k) oraz

nadchodzacych w jednostce czasu): Py =

E(X(t)) = At.

E(X(t))

t - cecha charakteryzujaca SOM

IntensywnoS$¢ strumienia zgloszen do obslugiwania A =

1 t 1 : : :
E(X(t) » — = =E(tq(t))= " (czas dzielony przez oczekiwana liczbe zgloszen
t Lo E(X(1)) M1
nadchodzacych w tym czasie = oczekiwany czas pomi¢dzy zgltoszeniami) — A = ;.

A=




Czas obshugiwania zgloszen

Czas trwania obstugiwania pojedynczego zgloszenia — determinuje zdolno$¢ przepustowa
kanatu 1 calego systemu obslugiwania.

Czas obstugiwania t,(t) jest zmienna losowg ciaggla (przyjmuje dowolne wartosci nieujemne)
zalezng od wielu nieokreslonych $cisle czynnikow.

Dla uproszczenia — proces obstugiwania to proces prosty (stacjonarny, pojedynczy i bez

nastepstw), dla ktoérego zmienna losowa 7T, (czas trwania obstugiwania) ma rozkilad

wykladniczy z parametrem p, o dystrybuancie F(t)=P(t, <t)=1-e" >0,
1

H2 =\
E(r2(t))
obslugiwania.

=u - odwrotno$¢ wartosci oczekiwanej zmiennej losowej] T, - intensywnosé



Parametry i charakterystyki systeméw obstugi masowe]j

Najbardziej istotne informacje 0 SOM uzyskuje si¢ na podstawie wartosci parametrow:

—A - intensywnos$¢ strumienia zgtoszen do systemu obstugiwania lub jej odwrotnosé

7]; = E(t¢(t)) - $redni czas miedzy zgloszeniami,

) . 1 ) : .
— U - Intensywnos¢ obstugiwania lub jej odwrotnos¢ — = E(rz (t)) - §re Nl czas obstugiwania,
ol

—n - liczba kanatow obstugi.
Wielkos¢ — nazywa si¢ wspolczynnikiem wykorzystania (obcigzenia) kanalow obstugi.

nu

A A
Oznaczenie —=p daje — = E.

i nu n

Nadwyzka catkowite] wydajnosci SOM nad intensywnoscig zgloszen do obstugi:
A

nu—%=u(n—j=u(n—p)-

1l



Zgodnie z klasyfikacja Kendalla, warunki dzialania SOM determinuje takze liczebnos¢
obstugiwanej populacji m oraz dopuszczalna liczba miejsc w kolejce L.

Liczba stanow, w ktorych moze znajdowac si¢ SOM, zalezy od tych pigeciu parametrow.

Dany stan SOM jest determinowany przez liczbe zgloszen znajdujacych si¢ w systemie.

Przejscie systemu do stanu wyzszego jest dokonywane dzigki nadchodzeniu zgloszen
z intensywnoscig A, przejscie do stanu nizszego wskutek wykonania obstugiwania
z intensywnoscig zalezng od liczby kanalow wykonujacych obstuge: u, 2y, ..., np.

Suma prawdopodobienstw znajdowania si¢ systemu we wszystkich mozliwych stanach jest
rowna 1.

Mozliwe jest okreslenie prawdopodobienstwa znajdowania si¢ systemu w dowolnym stanie
| Innych charakterystyk pochodnych.

Przedstawione zostang wyrazenia okreslajace najczesciej wyznaczane charakterystyki
poszczegolnych typow SOM dla okresu stacjonarnego (dostatecznie diugiego) ich
funkcjonowania.



System bez strat 7 ograniczonym strumieniem zgloszen

Czas miedzy kolejnymi zgloszeniami 1 czas obstugiwania maja rozklady wyktadnicze
odpowiednio o intensywnosci zgtoszen A i1 intensywnos$ci obshugiwania .

System ma n kanatow obstugi.
Liczebno$¢ obstugiwanej populacji zgltoszen jest skonczona i wynosi m.
System jest systemem bez strat - liczba miejsc w kolejce jest skonczona i wynosi m —n.

Jezeli zgloszenie do obstugiwania przybywa do systemu w chwili, gdy wszystkie kanaly
obstugi sg zajete, zajmuje miejsce w kolejce 1 oczekuje na obstugiwanie.

Obowigzuje regulamin kolejki typu FIFO.

Zgodnie z symbolika Kendalla ten SOM ma oznaczenie: M/M/n:(m,m-n).



1. prawdopodobienstwo tego, ze wszystkie kanatly obslugi sg wolne (w systemie nie ma
1

" omipf & mipt
_|_
'Zé)(m_k)!k! k:zml(m—k)!n!nk‘”

obslugiwanych zgtoszen): P, =

2. prawdopodobienstwo tego, ze w systemie znajduje si¢ K zgloszen 1 jest ich:
- mniej niz kanatow obstugi: 1 <k < n (zajetych jest k kanatow obstugi ale sg jeszcze wolne
kanaty 1 nie tworzy si¢ kolejka),
- tyle samo ile kanalow obstugi: k = n (zajete sg wszystkie kanaly obstugi ale jeszcze nie
tworzy si¢ kolejka),
- wigcej niz kanatdow obstugi: n <k <m (zajete sa wszystkie kanaly obshlugi 1 tworzy sie¢
kolejka zgloszen oczekujgcych na obstugiwanie):

mip
P dla 1<k<n
(m—k)k! . . . .
P, = Pys " (dla k = n obie zaleznosci daja sg takie same wyniki),
mlp
— dla n<k<m
(m—k)inin




3. prawdopodobienstwo tego, ze liczba zgloszen oczekujagcych na obslugiwanie (dlugosc¢
m

N
kolejki L) jest wigksza od pewnej liczcby N(n<N<m-n): P .\ = z P, =1- Z P,
k=N-+1

4. $rednia liczba zgloszen oczekujacych na obstugiwanie (Srednia dtugos¢ kolejki):

m m & (k—n)p"
E = S(k-nP., =P, |
' kzzn;rg Pon =P n! kzznﬂ(m—k)!nk_n

5. érednia liczba zgloszen =znajdujacych si¢ w systemie obstugiwania (obstlugiwanych
| w kolejce razem):

mH kp®
EZ_ZkPk_ZkPk<n+ ZkPk>n_Po mlz (k 1)!+ _ > e

k=n+1

n-1
6. Srednia liczba wolnych kanalow obstugi: E; = > (n—k)P., = Pom'Z( — Kk
k=0

3
/—\
X
~—
j®)
~




7. wspotczynnik postoju zgloszenia w kolejce (stosunek sredniej liczby zgloszen oczekujgcych

— o . E
na obslugiwanie do ogolnej liczby mozliwych zgloszen): n = El

8. wspotczynnik przestoju kanatow obstugi (stosunek $redniej liczby wolnych stanowisk
. . : E
obstugi do ich ogélnej liczby w systemie): y = —.
n

Dla dostatecznie duzych wartosci m charakterystyki tej grupy SOM mozna oblicza¢ wedtug
wzorow dla systemoOw z nieograniczonym strumieniem zgloszen. Czyni to obliczenia znacznie
mniej pracochtonnymi (w praktyce wystarczajgca jest wartos¢ m wyzsza od 10).



System bez strat 7 nieograniczonym strumieniem zgloszen

Czas miedzy kolejnymi zgloszeniami 1 czas obstugiwania maja rozklady wyktadnicze
odpowiednio o intensywnosci zgloszen A 1 intensywnos$ci obstugiwania .

System ma n kanatow obstugi.
Liczebnos¢ obstlugiwanej populacji zgltoszen jest nieskonczona.
System jest systemem bez strat - liczba miejsc w kolejce jest nieskonczona.

Jezeli zgloszenie do obstugiwania przybywa do systemu w chwili gdy wszystkie kanaty obstugi
sg zajete, zajmuje miejsce w kolejce 1 oczekuje na obstuge.

Obowigzuje regulamin kolejki typu FIFO.

Aby dtugos¢ kolejki (tez czas oczekiwania na obstugiwanie) nie wzrastata do nieskonczonosci,

powinien by¢ spelniony warunek — <1 (intensywnos$¢ zgloszen do obslugiwania A powinna
nu

by¢ mniejsza od catkowitej intensywnosci (wydajnosci) obstugiwania zgltoszen w systemie np).

Zgodnie z symbolika Kendalla ten SOM ma oznaczenie: M/M/n:(o0,0).



1. prawdopodobienstwo tego, ze wszystkie kanatly obslugi sg wolne (w systemie nie ma

: 1 1
obstugiwanych zgtoszen): By = —— e D - ,

2t (fp) 2 4" (n-1)0—p)

n

2. prawdopodobienstwo tego, ze w systemie znajduje si¢ K zgloszen 1 jest ich:
- mniej niz kanatow obstugi: 1 <k < n (zajetych jest k kanatow obstugi ale sg jeszcze wolne
kanaly i nie tworzy si¢ kolejka),

- tyle samo ile kanatow obstugi: k = n (zajete sg wszystkie kanaly obstugi ale jeszcze nie
tworzy si¢ kolejka),
- wiecej niz kanatow obstugi: kK > n (zajete sg wszystkie kanaty obstugi 1 tworzy si¢ kolejka
zgtoszen oczekujacych na obstuge):
[k
% dla 1<k<n
P, = Pys - (dla k = n obie zaleznosci dajg sa takie same wyniki),

k

P dia k>n
NN




3. prawdopodobienstwo tego, ze nadchodzace zgloszenie zajmuje miejsce w kolejce (bo
n n

PP _p P

(n-1}(n-p)

P_
wszystkie kanaty obstugi sa zajete: k> n): TT = <" =P, —
n n

4. prawdopodobienstwo tego, ze czas oczekiwania na poczatek obstugiwania f3 jest wickszy od t:
—n;,{l—pjt
P(B>1t)=TTe (™ =TTe "' B - zmienna losowa oznaczajaca czas oczekiwania na
obstugiwanie,

5. $redni czas oczekiwania na poczatek obstlugiwania: E(B) = 1 — Pe=n




6. srednia liczba zgloszen oczekujacych na obstugiwanie (srednia dtugos¢ kolejki):

Pp
=N
E, = E(R)=—en

w-p) (17

7. $rednia liczba zgloszen znajdujacych sie w systemie obstugiwania (obstugiwanych

_ _ n-1 nPk n-1 pk pn
i w kolejce razem): E, =E; + Y kB +—<"=E; + P, -+ ,
k=1 1_9 k=1(k _1)- (n _1)!(1_pj
n n

L . = 2(n—k)p*
8. Srednia liczba wolnych kanatow obstugi: E; = > (n—k)P, = R, .

k=0 k=0 k!




System ze stratami 7 ograniczong kolejkq

Czas miedzy kolejnymi zgloszeniami 1 czas obstugiwania maja rozklady wyktadnicze
odpowiednio o intensywnosci zgtoszen A i intensywnos$ci obshlugiwania .

System ma n kanatow obstugi.
Liczebnos¢ obstugiwanej populacji zgltoszen jest nieskonczona.

System ma L miejsc w kolejce na te zgloszenia, ktore nie moga by¢ obstuzone natychmiast po
przybyciu do systemu.

Jezeli zgloszenie do obstugiwania przybywa do systemu w chwili gdy wszystkie kanaly obstugi
sa zajete, zajmuje miejsce w kolejce 1 oczekuje na obstugiwanie. Jezeli zajgte sg tez wszystkie
miejsca w kolejce, nadchodzace zgloszenie opuszcza system niecobstuzone (jest tracone).

Obowigzuje regulamin kolejki typu FIFO.

Zgodnie z symbolika Kendalla ten SOM ma oznaczenie: M/M/n:(eo,L).



1. prawdopodobienstwo tego, ze wszystkie kanatly obslugi sg wolne (w systemie nie ma

P L+1°?
n-1_k n
p,p\n

obstugiwanych zgtoszen): By =




2. prawdopodobienstwo tego, ze w systemie znajduje si¢ K zgloszen 1 jest ich:

- mniej niz kanatow obstugi: 1 <k < n (zajetych jest k kanatow obstugi ale sg jeszcze wolne
kanaty 1 nie tworzy si¢ kolejka),

- tyle samo ile kanatow obstugi: k = n (zajete sg wszystkie kanaly obstugi ale jeszcze nie
tworzy si¢ kolejka),

- wiece] niz kanatow obstugi, ale nie wigcej niz kanaldow obstugi 1 miejsc w kolejce razem:
n<k<L+n (zajete s3 wszystkie kanaly obstugi 1 tworzy si¢ kolejka zgloszen
oczekujacych na obstugiwanie, ale zgloszenia nie sg jeszcze tracone),

- wigcej niz kanatow obstugi i miejsc w kolejce razem: k < L + n (zajcte sg wszystkie kanaty
obstlugi 1 wszystkie miejsca w kolejce, przychodzace zgloszenie jest tracone) —

prawdopodobienstwo odmowy obstugiwania kolejnego zgloszenia(najistotniejsza

Informacja o SOM ze stratami):
(K

P dla 1<k<n

k!
Pk = P04 ,
k
pk dla n<k<L+n
Lnin“™"
dla k = n obie zaleznosci dajg sg takie same wyniki,

n+L
dlak =n + L druga zalezno$¢ daje B _,,, =P, pTI)’
n:



3. prawdopodobienstwo tego, ze nadchodzace zgloszenie zajmuje miejsce w kolejce (bo

wszystkie kanaty obstugi sg zajete: n <k <n + L):

0 L+1 P L+1
1_(nj ot ( j " -
H — Pk:n p [1 (Bj ],
n

p °n! P " (h=1)1(n=p)

n n

4. prawdopodobienstwo tego, ze czas oczekiwania na poczatek obstugiwania 3 jest wickszy od t:

e ™ nut) ((p)* - |

PB>t)= |_+1Z( t') (%) —(%) , gdzie B jest zmienng losowg oznaczajaca
o)

n

czas oczekiwania na obslugiwanie,

5. przeci¢tna liczba zgloszen oczekujacych na obslugiwanie (przecietna dtugosc kolejki):

‘r’] ~(L+ 1)(?) -, L(Ej -

El = sznv



6. przecigtna liczba zgloszen znajdujacych si¢ w systemie obstugiwania (obslugiwanych
| w kolejce razem):

L+1 L+1
at (0)
n—1 n-1 n
n p n
E,=E;+) kP, +nP,_ =E, +PR, ,
2 =B+ ZhR+ R R = (] (n 0 P
n n

/. przecietna liczba wolnych kanatow obstugi: E; = Z(n k)P =R Z (n kk')p



System ze stratami g zabroniong kolejkq

Czas miedzy kolejnymi zgloszeniami 1 czas obstugiwania maja rozklady wyktadnicze
odpowiednio o intensywnosci zgtoszen A i1 intensywnos$ci obshugiwania .

System ma n kanatow obstugi.
Liczebnos¢ obstugiwanej populacji zgltoszen jest nieskonczona.

Jezeli zgloszenie do obstugi przybywa do systemu w chwili gdy wszystkie kanaty obstugi sg
zajete to opuszcza system nieobstuzone (jest tracone).

Zgodnie z symbolika Kendalla ten SOM ma oznaczenie: M/M/n:(,0).



1. prawdopodobienstwo tego, ze wszystkie kanatly obslugi sg wolne (w systemie nie ma
1

o
2

obstugiwanych zgtoszen): Py =

2. prawdopodobienstwo tego, ze w systemie znajduje si¢ K zgloszen 1 jest ich:
- mniej niz kanatow obstugi: 1 <k < n (zajetych jest k kanatow obstugi ale sg jeszcze wolne
kanaty),
-tyle samo 1ile kanalow obstugi: k=n (zajete sa wszystkie kanaly obslugi, kazde
przychodzace zgloszenie jest tracone) — prawdopodobienstwo odmowy obstugiwania

kolejnego zgloszenia (najistotniejsza informacja o SOM ze stratami):
k
P

3. Srednia liczba zgloszen znajdujacych si¢ w systemie obstugiwania:
n k

n
E=YkKkP =P, P
2P =P




Zasady wykorzystania metod obslugi masowej w projektowaniu systemow obshugiwania
urzadzen.

System obstugiwania urzadzen powinien by¢ dostosowany do potrzeb systemu uzytkowania, na
rzecz ktérego realizuje prace obslugowo-naprawcze — miarg tego dostosowania jest
zapewnienie wymaganych wskaznikéw procesu uzytkowania urzadzen.

Strumien zgloszen maszyn na obstugiwania planowe (zdeterminowane) 1 losowe
uwarunkowany jest wtasciwosciami systemu uzytkowania.

Czas obslugiwania zgloszenia jest zdeterminowany wlasciwosciami technicznymi urzadzen
oraz wyposazeniem technicznym stanowisk obstugi 1 umiejetnosciami obstugujacych.

W danym systemie eksploatacji, sposrod trzech podstawowych (A, W, n) parametrow systemu
obstugiwania, w miar¢ dowolnym zmianom moze podlegac¢ jedynie liczba stanowisk obstugi n.

Projektowanie systemu obslugiwania polega na wyznaczeniu, dla danych A i u, takiej liczby
stanowisk obstugi n, aby speinione zostaly wymagane wskazniki procesow obstlugiwania
1 uzytkowania.

NajczeSciej stosowanym Kkryterium jakosci funkcjonowania systemu obstugiwania jest
zapewnienie okreslonej wartosci wspotczynnika gotowosci zbioru (parku) urzadzen.



m—E2

Dla zbioru urzadzen wspotczynnik gotowosci mozna okresli¢ jako kg ==, m - liczba

urzadzen eksploatowanych w parku, E, - srednia liczba urzadzen znajdujacych si¢ w systemie
obstugiwania.

Projektujac system obstugiwania nalezy przede wszystkim zidentyfikowac¢ typ systemu,
aby okresli¢ zbior jego charakterystyk. Zaktada si¢, ze znane sg lub wymagaja okreslenia

wlasciwosci strumienia zgloszen oraz czasu obstugiwania (A 1 ).



Algorytm projektowania systemu obslugiwania zapewniajacy wymagang wartos¢
wspolczynnika gotowosci parku (zbioru) urzadzen Kk, dla systemu obslugiwania bez strat
Z ograniczonym strumieniem zgloszen.

1. Okresli¢ parametry A 1 n Systemu.

L. : : A : . [ A
2. Zatozy¢ wstgpnie minimalng liczbe stanowisk n z warunku n > — np. jako N = entler( + 1).
H H

3. Obliczy¢ prawdopodobienstwo Py, ze wszystkie stanowiska obstugi sg wolne.

4. Obliczy¢ prawdopodobienstwo P,, ze w systemie znajduje si¢ doktadnie n zgloszen.
5. Obliczy¢ srednig dtugos¢ kolejki E;.

6. Obliczy¢ przecietng liczbe zgltoszen znajdujacych sie w systemie obstugi E,.

m-E 2
m
eksploatowanych w parku, E, - $rednia liczba urzadzen znajdujacych si¢ w systemie

obstugiwania.

7. Obliczy¢ warto$¢ wspolczynnika gotowosci parku Ky =

, m - liczba urzadzen

8. Sprawdzi¢ spelnienie warunku Ky >Kg: jezeli warunek nie jest spetniony, zwiekszy¢ liczbe
stanowisk obstugi o 1 1 powrdci¢ do punktu 3 algorytmu; jezeli warunek zostal spetniony,
zakonczy¢ obliczenia dla aktualnej liczby stanowisk n.



Przykiad

W przedsigbiorstwie komunikacyjnym eksploatowanych jest m = 150 pojazdow (np. autobusoéw
w MPK). Srednia intensywno$¢ eksploatacji wynosi o, = 30 tys. km/dobg. Znana jest
pracochtonno$¢ obstugiwania pojazdéw przypadajgca na Lo =3000 km przebiegu — wynosi
T = 8 h pracy stanowiska obstugowego. Obliczy¢, ile stanowisk obshugi powinno znajdowac si¢
w warsztacie przedsiebiorstwa, aby wspolczynnik gotowosci zbioru pojazdow byt nie mniejszy
niz Ky = 0,9. Dzien roboczy stanowisk obstugowych trwa 8§ h.

System bez strat z ograniczonym strumieniem zgtoszen. Duza liczba potencjalnych zgloszen do
systemu (m =150) — zbior charakterystyk dla systemu z nieograniczonym strumieniem
zgloszen:

1. parametry A, u systemu:

km
30000 ——
_Oe _ doba _40 1 Hzlzlz 1 _ 1
L, 3000km doba t 8h dzien rob. doba
10
stad: p = b Aoba =10,
H doba

: . (A .
2. minimalna liczba stanowisk obstugi N = entler( + 1j =entier(10+1) =11,
U



3. prawdopodobienstwo0, ze w systemie nie ma zgloszen
b _ 1 N 1
1010k . 10" 40399624

2

o K 19
11

~2,475x107,

4, prawdopodobienstwo, ze w systemie znajduje sie N = 11 zgloszen

1011
P, ~ ——x2,475x107 ~ 0,062,
11

10
5. przecigtna dhugos¢ kolejki E; ~ 1 x 0,062 ~ 6,82,

=

6. przecietna liczba pojazddéw znajdujacych si¢ w systemie obstugiwania

i 10¢ 10"

_|_
= (k-1)! 10!(1_10j
11

E, ~6,82+2,475x10° ~ 6,82 +2,475x107° x 403996,24 ~ 16,82,

7. warto$¢ wspotczynnika gotowosci zbioru pojazdow K = 1501_5:;6’82 ~ 0,89,




8. Obliczona warto$¢ k; jest mniejsza od wymaganej w warunkach przykladu kg =0,90
| konieczne jest zwigkszenie liczby stanowisk.

Po przyjeciu wartosci n = 12 obliczenia nalezy powtdrzy¢ od punktu 3.
3. prawdopodobienstwo0, ze w systemie nie ma zgtoszen

P - 1 1

ilOk . 102 2787257
o K! 12|(1_10j
12

4. prawdopodobienstwo, ze w systemie znajduje sie N = 12 zgloszen

=3,588x10>,

1012
P, ="or x 3,5688x10™° = 0,075,

10
5. przecigtna dlugosc kolejki E; = 12 >x0,075=2,25,

&=




6. przeci¢tna liczba pojazdow znajdujacych si¢ w systemie obstugiwania

i 10X N 10"
= (k-1)! 11.(1_10j
12

7. warto$¢ wspotczynnika gotowos$ci zbioru pojazdow K 0=

E, ~2,25+3588x107° ~2,25+3,588x10° x 278735,70 ~ 12,25,

150 -12,25

=0,918,

8. obliczona warto$¢ Kk, jest wigksza od wymaganej w warunkach przyktadu kg =0,90
| Konieczne jest przyjecie n = 12 stanowisk obstugi.



