GRZEGORZ BORUTA

WPROWADZENIE DO METROLOGII

BLAD I NIEPEWNOSC



Kazdy wynik pomiaru obarczony jest btedem 1 nie mozna by¢ jego pewnym.

Zrodlami bledow i niepewnosci wyniku pomiaru moga byé:
e bledy przyrzadow pomiarowych, zwigzane z ich dokladnoscia (bledem wewngtrznego wzor-
ca), powtarzalnoscig dzialania, czutoscig, rozdzielczoscia, histerezg itd.,

e bledy przyjetej zasady | metody pomiaru (np. nicuwzglednianie pojemnosci cieplnej, sprezy-
stoscl 1 plastycznosci, tarcia, burzliwosci przeptywu itp.),

e btedy ustawienia przyrzadu pomiarowego wzgledem wilasciwego miejsca 1 orientacji dla
badanego procesu (bledy wynikajace z niewlasciwego uksztattowania strefy styku elementow
czynnych czujnika z sledzonymi elementami badanego procesu),

¢ btedy wykonywanych obliczen 1 przetwarzania danych (np. blad uproszczen wzordéw 1 blad
zaokraglen wynikow obliczen),

¢ bledy wynikajace z dziatania czynnikow wplywajacych na tor pomiarowy i na obserwatora,



¢ btedy obserwatora, gtownie btedy odczytania wskazania przyrzadu (ustalenia przez mierzace-
go wartosci mierzone] wielkosci na podstawie przyjetego wskazania przyrzagdu pomiarowe-
g0), wynikajace:

o ze zlego oswietlenia skali pomiarowej (za ciemno — nic nie widac, za jasno — oslepienie),

o ze zlego wykonania elementow odtwarzajacych jednostki miar (za dlugie lub za krotkie
dlugosci dzialek elementarnych, za grube lub za cienkie kreski wskaznikowe, za staby
kontrast migdzy elementami wskazujgcymi a tlem skali pomiarowej),

o z niedoktadnosci zmystow (niedoktadna ocena wzajemnego potozenia elementu mierza-
cego 1 mierzonego, niedokltadna ocena dtugosci czesci dziatki elementarney),

o z braku umiejetnosci (niskie kwalifikacje lub brak doswiadczenia),

o z nieodpowiedniego stanu psychicznego (roztargnienie, zmeczenie, zle samopoczucie,
lekcewazenie wagi wyniku pomiaru);

Calkowity btad pomiaru jest suma wszystkich bledéw wystepujacych podczas jego wykonywania.



Z braku umiejetnosci moze wynikac btad paralaksy — ukosne patrzenie na podziatke pomiarowgq

| badany przedmiot.

wynik pomiaru: 3 (prawidtowy)

0 1 2 3| 4 skala pomiarowa
I I I I I I | _przyrzadu
\ odczytywane polozenie
® wskazu przyrzadu

wynik pomiaru: 2 (nieprawidlowy)

0 1 3 4 skala pomiarowa
I I I I I | | przyrzadu

odczytywane potozenie
wskazu przyrzadu




Wykonujgc pomiar otrzymuje si¢ subiektywnie otrzymang wartoS¢ mierzonej wielkosci —
wskazanie — liczbe .

Wynik ten moze roézni¢ si¢ od wartoSci prawdziwe], rzeczywistej, istniejacej obiektywnie —
mezurandu (ang. measurand, fr. mesurande — to co si¢ mierzy) — liczby Xg, 0 warto$¢ AX = X — Xo.

Roéznica ta to bezwzgledny blad (blad wskazania), wyrazany w tych samych jednostkach,
w jakich wyrazana jest wielko$¢ mierzona.

Poniewaz calg informacje o mierzonym obiekcie lub zjawisku czerpie si¢ z subiektywnego
wyniku pomiaru X to nie zna si¢ wartosci rzeczywistej, a przez to wartosci zrobionego biedu.

W praktyce operuje sic wartoscia umownie prawdziwa (odniesienia, przypisana, umowna,
najlepszym oszacowaniem wartosci prawdziwej) — wartoscia X, umownie przyjetg i przypi-
sang do wielko$ci mierzonej i1 ktorg uwaza si¢ za wzorzec (etalon) wartosci prawdziwej mierzo-
nej wielkosci dla okreSlonych warunkow wykonania pomiaru, klasy dokladno$ci dziatania
stosowanego przyrzagdu pomiarowego 1 innych czynnikow, np. prawnych dotyczacych danego
pomiaru, zZ niepewnoscig akceptowang w danym zastosowaniu.

Btad bezwzgledny Ax odniesiony do zarejestrowanej warto$ci wielkosci mierzonej to blad
AX X=X, SR .. ‘4

wzgledny 6, = = , 0 wartoscl niemianowane] — jest to zwykle do$s¢ maly utamek —
X X

mozna go mnozy¢ przez 100 % lub 1000 %o, co daje blad wzgledny wyrazony w procentach lub
promilach, mozna go tez wyraza¢ w miarach logarytmicznych (np. dB).




Dla okreslonych warunkow wykonania pomiaru, klasy doktadnosci stosowanego przyrzadu
pomiarowego I innych czynnikow, podaje si¢ zatozona lub obliczong z pewnych zaleznoSci,
wykorzystujacych warto$¢ umownie prawdziwg, Umowng wartos¢ Mmaksymalnego biledu

rzeczywistego AgX (jest ona z reguly nazywana bledem dopuszczalnym lub granicznym
pomiaru).

Wtedy zaklada si¢, ze rzeczywista, nieznana, wartoS¢ X, mierzonej wielkoSci zawarta jest
w przedziale [X — AgX, X + AgX], okreslonym dla wartos$ci zmierzonej X 1 przyjetego bezwzgled-

nego btedu granicznego pomiaru Agx.

Czesto, troche niewlasciwie, zapisuje si¢ to w postaci X = AgX.



Postugiwanie si¢ pojeciem bledu pomiaru zaktada znajomo$¢ wartosci prawdziwej (mierzonej),
ktora w ogolnosci nigdy nie jest znana. Znane sa tylko empirycznie otrzymane wyniki pomia-
roOw (wartosci zmierzone) oraz umownie przyjeta wartoS¢ odniesienia (nie wiadomo jak bliska
wartosci rzeczywistej).

Dlatego lepiej postugiwac si¢ miarg oceny poprawnosci wyniku pomiaru opartg nie o jego biad
(co bylto praktykowane przez wicle lat do konca XX w.), ale niewykorzystujaca definicyjnie
wartoscl prawdziwej czy umownie przyjmowanej za prawdziwg. Taka miarg jest niepewnos$¢
pomiaru, stosowana coraz szerzej od konca XX w., dzis juz w zasadzie powszechnie.



Bledy systematyczne A.X

- 0 wartosci powtarzajgcej si¢ tak samo w kazdym pomiarze,

- niektore z nich mozna obliczy¢ (wyznaczy¢ deterministycznie) W konkretnym przypadku
pomiarowym na podstawie znajomosci danego procesu pomiarowego i1 skorygowaé o nie
wynik surowy pomiaru:

- addytywnie poprawka systematyczna (np. btad zera przyrzadu),

- multiplikatywnie systematycznym wspoélczynnikiem poprawkowym (np. blad czutosci
przyrzadu),

otrzymujac Wynik poprawiony; czasem producenci przyrzaddéw okreslaja aparaturowe

charakterystyki korekcyjne (kalibracyjne) dla korzystania z przyrzadéw w warunkach

nieznamionowych,

- nie mozna zidentyfikowac ich wszystkich — wynik poprawiony moze ciggle zawierac te btedy,

- okreslajg doktadno$¢ (rzetelnos$é, obcigzenie) kazdego pomiaru.

Bledy przypadkowe (losowe) Apx

- 0 wartosciach zmieniajacych si¢ losowo (nieprzewidywalnie) w kazdym pomiarze; daja loso-
wo zmienne wyniki pomiarOw — wyniki wielokrotnie powtarzanych pomiardw tej same;j
wartosci mierzonej wielkosci wykonywanych w tych samych warunkach mogg si¢ roznic,
ale nie moga tworzy¢ trendu ani rosngcego ani malejacego,

- nie mozna poda¢ jakichkolwiek sposobow ich korekcji, a jedynie, na bazie metod statystycz-
nych, wyznaczy¢ dla nich pewne wartosci oceniajace, np. $rednig warto$¢ btedu czy postac
rozktadu probabilistycznego opisujgcego wartos¢ biedu,

- okreslajg powtarzalnos¢ (precyzje) pomiaru wielokrotnego.



Bledy systematyczne AX
- zidentyfikowane w stopniu pozwalajgcym na korygowanie wyniku surowego: As,igX,
- zidentyfikowane, ale niedajace si¢ korygowac, czyli w zasadzie niezidentyfikowane,

- niezidentyfikowane, bo nieuswiadomione i przez to niekorygowalne: Ag pnigX .
Bledy przypadkowe (losowe) AX
- niekorygowalne,

- niewyznaczalne dla pojedynczego pomiaru,
- podlegajg statystycznej ocenie dla wielu powtorzen pomiaru.

Wynik pomiaru: X = Xg + AX = Xg + AX + ApX = X + AgzigX + AsnziaX T ApX = Xpop + A nziaX + ApX

Odpowiednio: Xo =X — AX = X — AX — ApX = X — Ag zigX — As nzidX — ApX = Xpop — (As nziaX + ApX)

Zapisy te dotycza kazdego pojedynczego wyniku pomiaru.



Bledy grube (nadmierne) sa powodowane przez pomyiki, zte lub niestaranne odczyty,
czasowo niezdatne przyrzady pomiarowe lub bardzo silne zewng¢trzne czynniki wplywajace.
Wynik pomiaru obarczony biedem grubym jest wynikiem wyraznie odstajagcym od innych.

Bledy addytywne addytywnie (sumacyjnie) nakladajg si¢ na wartosci mierzonej wielkosci.
Nie zaleza od warto$ci mierzonej wiclkosci i objawiaja si¢ jako niepozadane przesuniecie punk-
tu zerowego przyrzadu (dodaja si¢ do skladowej stalej sygnatu). Im wigksza jest wartos¢
mierzonej wiclkos$ci, tym mniejszy daja btad wzgledny przy takim samym bledzie bezwzgled-
nym, a dla bardzo matych wartosci wielkosci mierzonej moga da¢ btad bezwzgledny wigkszy
od tej mierzonej wartosci.

Bledy multiplikatywne multiplikatywnie (iloczynowo) nakladaja si¢ na warto$ci mierzonej
wielkosci. Zaleza od wartosci mierzonej wielkosci 1 objawiajg si¢ jako odchylenie czulosci
przyrzadu od wartosci pozadanej (mnozg wartos¢ sygnatu). Im wigksza jest wartoS¢ mierzone;j
wielkosci, tym wigkszy dajg blad bezwzgledny przy takim samym btedzie wzglednym.

Bledy zredukowane (klasy bledu) sg to btedy bezwzgledne odniesione do zakresu pomiaro-
wego przyrzadu (de facto bledy wzgledne z zakresem pomiarowym przyrzadu jako warto$cig
odniesienia) pomnozone przez 100.



Bledy statyczne sa powodowane niedokladnoScig przetwarzania sygnatldow przez system
pomiarowy znajdujacy si¢ w stanie Stacjonarnym (nie zmieniajagcym si¢ w czasie).

Dopuszcza si¢ pewna, bardzo powolng, zalezno$¢ od czasu (praktycznie mozna ja zaniedbad
w trakcie trwania pojedynczego pomiaru).
Procesy wolnozmienne - zmiany

e raz na dzien (z czestotliwoscia rzedu 10> Hz),

e raz na rok (z czestotliwosceia rzedu 3 x 10°° Hz),

e ciagle (z czestotliwoscig rzedu 0 Hz).

Dryft przyrzadu pomiarowego — cecha charakteryzujaca sposob, w jaki parametry przyrzadu,
ktore powinny by¢ teoretycznie stale, zmieniajg si¢ w czasie. Dryft przejawia si¢ wolnozmien-
nymi zmianami parametrow sygnatu wyjsciowego, zwigzanymi z wolnozmiennym wptywem
warunkOw otoczenia na przyrzagd pomiarowy.

Starzenie przyrzadu pomiarowego zwigzane jest ze zmiang wiasciwosci fizycznych materia-
tow, z ktorych jest wykonany. Starzenie przejawia si¢ stopniowymi zmianami parametrow
przyrzadu pomiarowego, np. czutosci, zdolnosci rozdzielczej czy wartosct zera przyrzadu.
Starzenie przyrzadu pomiarowego jest zwigzane z jego trwatoscig, a zmiana wskazan przyrzadu
pomiarowego wynikajgca z jego starzenia jest okreslana jako blad trwalosci.



Bledy dynamiczne sg powodowane skonczong szybkoscig 1 okreslong bezwtadnoscig przetwa-
rzania sygnatow przez system pomiarowy. Bledy te bada si¢ analizujgc odpowiedzi przyrzadu
na pewne scisle okreslone sygnaty

0,t<0 , . _ :
np. sygnat skokowy x(t) = {A t< ) I sinusoidalny x(t) = Asinwt.
>

Zaleznie od sposobu przetwarzania sygnatow (1 uzyskiwanej odpowiedzi) wyroznia si¢ rdzne
typy przyrzadoéw. Przyrzady pomiarowe sg w zasadzie tylko elementami:

— bezinercyjnymi (proporcjonalnymi),

— inercyjnymi pierwszego rzedu,

— inercyjnymi drugiego rzedu.



Element bezinercyjny (proporcjonalny) o czulosci statycznej (stacjonarnej) K jest w prak-
tyce najbardziej pozadany — wynik pomiaru jest natychmiastowo otrzymywany jako K-krotnos¢
sygnalu wejsciowego.

Nie wprowadza przesuni¢¢ fazowych sktadowych harmonicznych (sinusoidalnych) o r6znych
czgstotliwosciach (przesunie¢ W czasie skladowych harmonicznych sygnalu wyjsciowego
wzgledem sygnatu wejsciowego) 1 nie zmienia widma sygnatu (ksztattu przebiegu czasowego).

Odpowiedzig na sygnal o okreslonym ksztalcie jest sygnat o takim samym ksztatcie o warto-
$ciach zmienionych K-krotnie.



Element inercyjny pierwszego rzedu o stalej czasowej T i czulosci statycznej K

czerwona rosnac ksztatt kIZ: yCh t
linia : - odpowiedz na skok WY 5 wartoscei A jest wyktadniczy, -~
zielona opadajacy : e "
czyli o postaci
Y@,
Sygnat wyjSciowy osigga:

AK |
I\ =15 — 63,2 % poziomu ustalonego po czasie 1t

B — 85,6 % poziomu ustalonego po czasie 2t
AKIZ  if — 95,0 % poziomu ustalonego po czasie 3t
Ly — 98,2 % poziomu ustalonego po czasie 4t

— W zasadzie poziom ustalony po czasie 5t

Stala czasowa t - czas, po ktorym sygnal wyjSciowy osiggnalby stan ustalony (stacjonarny
poziom maksymalny AK (minimalny 0)), gdyby narastal (opadal) caly czas tak samo, jak
w chwili poczatkowe;.

Czas uspokojenia (ustalania) — czas, po ktorym odpowiedz uktadu nie rézni si¢ od wartosci
koncowej (ustalonej) o wigcej niz ustalone odchylenie (dla odchylenia 5 % czas uspokojenia
cztonu inercyjnego pobudzonego skokiem jednostkowym wynosi 31).






odpowiedz na wymuszenie sinusoidalne 0 amplitudzie A
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charakterystyka logarytmiczna (decybelowa)
Ly (0)/dB = 201g K —10 Ig(0?<? +1)
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Element inercyjny drugiego rzedu o czulosci statycznej K, czestosci whasnej @, I stopniu
thumienia ¢

£ > 1 —element inercyjny drugiego rzedu nadkrytyczny o statych czasowych 1, # 1, rze-
czywistych

£ =1 —element inercyjny drugiego rzedu krytyczny o stalych czasowych t, = 1, rzeczywi-
stych

£ <1-—element oscylacyjny o ,stalych czasowych” t,# 1, zespolonych sprz¢zonych
(sg takimi stalymi tylko w sensie matematycznym, nie majg sensu fizycznego)
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- T+ T,



odpowiedz na skok rosngcy o wartosci A

y(t)
0y=1
2AK
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ksztalt krzywych jest wypadkowa dwoch przebiegow wyktadniczych, czyli o postaciach
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odpowiedz na wymuszenie sinusoidalne 0 amplitudzie A po zaniknig¢ciu sktadowych wyktadni-
czych

charakterystyka amplitudowo-czg¢stotliwosciowa
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charakterystyka logarytmiczna (decybelowa)
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Charakterystyczne elementy bledow dynamicznych w odpowiedzi przyrzadu jako elementu
Inercyjnego pierwszego rz¢du i drugiego rzedu o thumieniu nadkrytycznym na sygnal skokowy

y(t)
sygnat

WZOrcowy

X(t)

v

opoOznienie reakcji



Charakterystyczne elementy bledow dynamicznych w odpowiedzi przyrzadu jako elementu
Inercyjnego drugiego rzedu o thumieniu podkrytycznym (oscylacyjnego) na sygnat skokowy

Ty

przerggulowanie

sygnat

Wzorcowy ‘L “—7‘___\\"“ _________________ A--

1 ~— —
X(t) \/ """"""""""""""""""""""""""""""" Xo(1¢)

tad dynamiczny dla danego t

} czas ustalania

________ [ |

opoOznienie reakcji

v

Dekrement thumienia — stosunek nastepujacych po sobie maksymalnych odchylen od wartosci
ustalone;j.



Btedy dynamiczne przy odpowiedzi na sygnaly
sinusoidalne sa zwigzane z szybkos$cig zmian
sygnalu wymuszajgcego, czyli z ich czestoscig m
(czestotliwoscig f).

Posta¢ sygnalu odpowiedzi y(t) = Bsin(wt+¢) na
sygnal wymuszenia X(t) = Asinwt zalezy od cze-
stoscl .

Okresla si¢ pasmo przenoszenia przyrzadu pomia-
rowego — przedzial czgstosci [0,m4], W ktorym
charakterystyka czgstotliwosciowa amplitudy nie
odchyla si¢ od warto$ci nominalnej, okreslonej dla
sygnatow stalych bardziej niz o &, a charakterysty-
ka czestotliwosciowa fazy nie osigga wartosci
mniejszej niz —@q.

K(0)

D ()

v



Bledy metodyczne wynikajg ze ztego sposobu przeprowadzania pomiaru.

Np. badana jest wiclkos¢ a, bezposrednio niedostepna (np. temperatura wewnatrz bryty) — mie-
rzy si¢ wielko$¢ b pokrewna, ale dostepna (np. temperatur¢ powierzchni tej bryly), ktora zmie-
nia si¢ pod wptywem narz¢dzia pomiarowego (np. termometru wchlaniajgcego czes¢ ciepta
1 obnizajgcego temperature badanej powierzchni). W efekcie mierzona jest wielkos¢ c, a relacje
C Z a trudno okreslic.

b 1
f
2 el 9 |2 ¢ 13
¢ |/
1 — czujnik : N : e e,
2 _ procesor 0 okreslonych transmitancjach (funkcjach przej$cia migdzy wejSciem 1 wyjsciem),

3 _ wskaznik dajacych wlasciwe sobie znieksztalcenia, czyli btedy

a — wielkos¢ mierzona (poszukiwana, badana)

b — wielko$¢ dostepna pomiarowo

c = X — wielkos¢ faktycznie mierzona

d — wartos$¢ przetworzona, emitowana przez czujnik

e — warto$¢ uznana, emitowana przez procesor

f =y — warto$¢ emitowana przez wskaznik, warto$¢ zmierzona, wynik pomiaru



Deterministyczne modele bledow Stosowane s3 w przypadkach, gdy przyczyny wywolujg
zawsze okreslone skutki: powtarzanie pomiaru prowadzi zawsze do tego samego wyniku.

Modele te s3 (o ile s3) rozwazane tylko teoretycznie dla btedow systematycznych.

Dla systemow pomiarowych, w fazie konstruowania i budowania, ksztalttowana jest postac ich
£(y, (1) Y, (s)
e(x(t))  X(s)

transmitancji operatorowej K ,(s) = tak, aby spelniaty stawiane im zadania.

Y (s)

X (s)

Rzeczywista transmitancja operatorowa ma postaé¢ K (s) =

Transmitancje¢ operatorowa btedu pomiaru definiuje sie jako

K (s)= K(s) __Y(s) _, _Y(s)=Yo(s) _AY(s)
A Ko () Yo (s) Yo(s) Y, (s)

(nie zalezy od transformaty sygnatu wejsciowego X).

Wyznaczajac AY (s)= K , (s)Y, (s) dla okreslonych postaci K(s), Ko(S) i Yo(S), mozna wyznaczy¢
wartos$¢ bledu w dziedzinie czasu jako Ay(t) = £7AY (s).



Probabilistyczne modele bledow wynikaja z praktycznego wniosku, ze w pewnych warunkach
jedna przyczyna moze powodowac rozne skutki: powtarzanie pomiaru w podobnych warunkach
daje r6zne wyniki.

Pomiar warto$ci mierzonej wielkosci jest losowaniem niezaleznym proby (uzyskanych wyni-
kow pomiarow) z jej populacji (wszystkich wynikow pomiarow mozliwych do uzyskania) —
uzyskanie danego wyniku pomiaru nie wptywa na uzyskiwanie innych wynikow pomiarow.

Zroéznicowanie wynikow pomiardéw realizowanych w podobnych warunkach, pozornie nieregu-
larne, podlega regutom statystyki, a zarejestrowane wartosci mierzonych wielkosci sg trakto-
wane jako realizacje x zmiennych losowych X. Zmienne losowe charakteryzowane sg przez
pewne charakterystyczne funkcje lub parametry, przy czym ich wartosci sg estymowane na
podstawie uzyskanej proby (wynikdéw pomiarow X;).

Np. dla ciagtych rozktadow prawdopodobienstwa p(X) (funkcji) okresla si¢ (parametry) np.:

- wartos¢ oczekiwang p = J' xp (x)d x estymowang przez srednig arytmetyczng zZ proby

— 0

- 1 "
X==> X,
Nio
. 1 —\2
- wariancje ¢ = j(x ~1)? p(x)d x estymowana przez wariancje z proby s’ = —lz (xi - x) ,
—o0 =l

iIch dodatnie pierwiastki kwadratowe to odchylenia standardowe c i s.



Przy wielokrotnych pomiarach tej samej wartosci mierzonej wielkosci wykonywanych w tych
samych warunkach uzyskuje si¢ rozklad czestosci wystgpowania poszczegdlnych uzyskanych
wartosci wynikow pomiardéw (graficznie przedstawiany w postaci histogramu).

Po podzieleniu go przez liczbe wszystkich pomiarow uzyskuje si¢ eksperymentalny rozklad
prawdopodobienstwa dla uzyskanych wartosci wynikéw pomiarow, jako jedng z mozliwych
realizacji rzeczywistego rozkladu prawdopodobienstwa.

Rozktad prawdopodobienstwa losowo rozproszonych wynikéw pomiaréw (z btedami przypad-

kowymi) jest rozktadem cigglym i zawiera si¢ mi¢dzy rozktadem normalnym N(uy,oy) (przypa-
dek najkorzystniejszy) a rozktadem réwnomiernym (przypadek najmniej korzystny).

Ze wzgledu na korzystnos¢ rozkltadu normalnego w praktyce stosuje si¢ wtasnie ten rozkiad
(formalnie powinno to by¢ zbadane sprawdzeniem odpowiedniej hipotezy statystycznej).

Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X — funkcja p(x) okreslajaca gestos¢ praw-
dopodobienstwa przyjecia przez zmienng losowg X okreslonych wartosci X.

Niektore rozktady prawdopodobienstwa sa powszechnie znane i stosowane w rachunku praw-
dopodobienstwa 1 statystyce matematycznej, np. rozktady:

- dyskretne: Poissona i dwumianowy (Bernoulliego),

- ciagle: normalny (Gaussa), t-Studenta, ¥, wykladniczy, rownomierny, jednostajny.



1(X—p
1 - 2{ 5 ] n — wartos¢ oczekiwana

rozktad normalny (Gaussa) N(u,6): p(x)= e o — odchylenie standardowe
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Podobne zatozenie robi si¢ dla samego bledu pomiaru AX jako zmiennej losowej — jej rozktad
prawdopodobienstwa zawiera si¢ mi¢dzy rozkladem normalnym N(puay,Cax) Z Wartoscig ocze-

kiwang pay I 0odchyleniem standardowym o,y = oy (obserwowany rozrzut wynikOw pomiarow
tej samej (niezmiennegj) wartosci prawdziwej jest rozrzutem btedow) a rozkladem réwnomier-
nym.

Ly — warto$¢ oczekiwana wyniku pomiaru — r6zni si¢ od wartosci prawdziwej X, 0 wartos¢ stale
powtarzanego btedu systematycznego AX: Ly = Xo + AgX

Wynik pojedynczego i-tego pomiaru jest suma warto$ci prawdziwej 1 towarzyszacego mu bi¢du
calkowitego lub sumg wartosci oczekiwanej wyniku pomiaru 1 btedu przypadkowego tego
pomiaru: x; = xo + Ax; = Xg +AX; +A X = py + A X

Max = Hapx ¥ Hax = Prawo dodawania wartosci oczekiwanych;

u, .« = 0 dla wartosci statego, jakiegos biedu systematycznego,

Mapx =0 dla rozktadu wartosci biedu przypadkowego symetrycznego wokot 0.

G Ay = \/stx + Gipx - prawo dodawania (przenoszenia) wariancji;

o, , = 0 dla braku zmiany wartosci btedu systematycznego,

S

Cpx =0y #0 dla obserwowanego rozrzutu wynikOw pomiarow.



WYynik i blad pomiaru bezposredniego

Wiasciwe jest n-krotne powtorzenie pomiaru tej samej wartosci mierzonej wielkosci realizowa-
ne w takich samych warunkach (kolejno uzyskiwane wartosci X; nie moga tworzy¢ rosngcego
lub malejacego trendu i1 nie moze wsrdd nich by¢ wynikoéw odstajacych) — wynikiem jest

1 A
Srednia arytmetyczna x = — > x; Otrzymanych prawidtowych wartosci X; wynikow pomiaréw
i=1

(dla n — oo warto$é §redniej arytmetycznej x jest asymptotycznie zbiezna do wartosci oczeki-
wanej u (wartos¢ eksperymentalna (estymator) jest zbiezna do warto$ci teoretycznej).

P wystapienie trendu kolejnych wynikéw pomiarow moze wynikac z tego, ze nie mierzy si¢ tej same]
wartosci prawdziwej w tych samych warunkach — nalezy odrzuci¢ wszystkie wyniki;

» wynik pomiaru wyraznie odstajacy od innych moze by¢ obarczony btedem grubym — nalezy go odrzucic;
» jako wynik prawidlowy nalezy rozumie¢ wynik surowy skorygowany poprawkami systematycznymi

Czasem (nie jest to najwtasciwsze) zamiast tg Srednig mozna postugiwac sie tez:
r . roe . e s 1.7 . J Xmax +Xmin
e Srednig warto$cig rozpietosci serii wynikOw pomiaroOw , ,
e wartoscig modalng (moda, dominantg) serii wynikOw pomiarow — najczesciej wystepujaca
— tg, dla ktorej zaobserwowano najwieksze prawdopodobienstwo wystapienia,
e mediang serii wynikow pomiarow — wartoscig pomiaru znajdujacg si¢ w srodku tej serii po
uporzadkowaniu jej rosnaco.




Uwaga do
P jako wynik prawidlowy nalezy rozumie¢ wynik surowy skorygowany poprawkami systematycznymi

Jako wynik pomiaru mozna tez bra¢ srednig wynikow surowych skorygowang o tgczng wartos¢

poprawek systematycznych (stalg!):

- 1 1
X = EZ (Xsuri - ps): ;Z Xsur, __Z PS = Xgyr =N~ PS = Xgyr = PS

Uwaga do
» wynik pomiaru wyraznie odstajacy od innych moze by¢ obarczony btedem grubym — nalezy go odrzuci¢;

Bedzie o tym w dalszej czesci wyktadu.



Kazdy z wynikéw (tez skorygowany poprawkami systematycznymi) jest obarczony btedem.

Dla wyznaczonej wartoscl sredniej z serii wynikow pomiaréw (najlepiej Sredniej arytmetycz-
nej) oblicza si¢ biad kazdego pojedynczego pomiaru z tej serii pomiarow wzgledem tej Sredniej
wartosci (z pewnym statystycznym btgdem Jest to rzeczywista warto$¢ mierzonej wielkosci):

AX; = X; — X.

Dla ré6znych wynikéw pomiaréw biad ten jest rozny. Suma tych bltedow dla bardzo wielu wyni-
kow pomiaru jest zerem (dla sredniej arytmetycznej; dla innych ,,srednich” moze zerem nie
by¢, cho¢ tez jest mata). Suma kwadratéw tych bledéw dla bardzo wielu wynikoOw pomiaru nie
jest zerem — miarg btgdu opiera si¢ na estymatorze odchylenia standardowego:

Jezeli wartosci wynikow pomiarow X; podlegaja rozktadowi normalnemu N(py,0x) ~ N(x,s, ),
to uzyskiwana warto$é §redniej arytmetycznej x jest zmienna losowa o rozkltadzie

N(;,GX: “ﬁ] - N[x,sx_ %_Jn(nll)iznl(xi _X)Z}.




Catkowite bledy pomiaru Ax = A x+ A x =3 A, X+ A X+ A X=> ps;+AX+A X
i i

- bledy systematyczne AX

- zidentyfikowane Ay X — powinno si¢ oblicza¢ | korygowa¢ wynik surowy poprawkami
systematycznymi A X = ps; uzyskanymi dla kazdego i-tego zidentyfikowanego bledu,

Z

- niezidentyfikowane As,x — nic o nich nie wiadomo — mogg by¢ dowolne, ale dla wykorzy-
stywanego przyrzagdu pomiarowego zaktada si¢, ze nie przekrocza okreslonej wartosci
granicznej AgsX,

- btedy przypadkowe A X — z ich losowej natury wynika, ze moga by¢ dowolne, dla danej
uzyskanej proby (obserwowanego rozrzutu wynikoOw) wyznacza si¢ okreslong ich wartos¢
graniczng AgpX.

Btad graniczny wyniku pomiaru AgX = AgeX + AgpX

AgsX jest rozumiany jako blad ze zrodel niezidentyfikowanych — poprawki systematyczne
koryguja wynik surowy dajac wynik poprawiony (tu: prawidtowy)



Dowolnos¢ wartosci btedu ogranicza si¢ zalozeniem, ze ich warto$ci mieszcza si¢ z jakims
prawdopodobienstwem p = 1 — o (niekiedy podawanym w %) wewnatrz okreslonego dla tego
prawdopodobienstwa przedzialu [-AgX,+AgX] (najczesciej symetrycznego wokot zera — braku
btedu).

Granice —AgX 1 +AgX to wartosci graniczne bledu pomiaru (bledy graniczne pomiaru).

Prawdopodobienstwo p to poziom ufnosci.

Przedzial [-AgX,+AgX] to przedzial ufnosci (pokrycia, objecia).

A4 X

g
P(—Agngxi £+AgX)= jp(AX)dAX: Pl Q

—Agx 2 2 2 2 2

o — prawdopodobiefistwo tego, ze wartos¢ btedu jest poza przedzialem [-AgX,+AgX]

P(AX) — gestos¢ prawdopodobienstwa wartosci btedu

Qq — kwantyl rzedu q rozkladu prawdopodobienstwa biedu pomiaru, dla ktorego przyjeto sie
funkcyjng postac¢ p(Ax)



Blad graniczny systematyczny AgX pomiaru ustala si¢ tak, aby stata warto$¢ bledu systema-
tycznego pomiaru Agx na pewno (z prawdopodobienstwem 1 (lub 100 %)) zawierala si¢ w jego
przedziale ufnosci: P(— A XSAXS+A x)z 1

Najprostszy przypadek — blad graniczny systematyczny (niezidentyfikowany) pomiaru jest
brany jako blad dopuszczalny przyrzadu pomiarowego AgX pracujgcego w warunkach znamio-
nowych, okreslany przez producenta tego przyrzadu.

Mozna go tez wyznaczy¢ dla konkretnego eksperymentu pomiarowego na podstawie informacji
o przyrzadzie (np. rozdzielczosci, klasy doktadnosci) 1 o otoczeniu pomiaru (wartosciach wiel-
kosci wptywowych).

Raz wyznaczony dla okreslonych warunkéw pomiaru dla przyrzadu pomiarowego w stalym
stanie technicznym moze byc¢ traktowany jako staly, powtarzajacy si¢ przy wykonywaniu
roznych pomiarow (jest taki sam dla kazdego, nawet pojedynczego aktu postuzenia si¢ tym
przyrzadem w tych warunkach), a wiec jest przypisany do tego przyrzadu 1 do tych warunkéw
pomiaru.



W praktyce bezwzgledny graniczny blad systematyczny (niezidentyfikowany) AgX jest brany:

- dla mechanicznych przyrzadow pomiarowych (linjjek, metrowek, suwmiarek, srub mikrome-
trycznych, czujnikéw zegarowych itp.) oraz przyrzadéw o odczycie wartosci mierzonej
wielkosci polegajacym na odczytaniu pozycji ,,wskazoéwki” przyrzadu wzgledem jego skali
(wskazowkowych zegarkOw 1 woltomierzy, termometrow cieczowych, barometrow rtecio-
wych itp.) jako wartos¢ pelnej lub polowy dzialki elementarnej ich skali, odpowiednio do
stosowanej rozdzielczosci odczytu,

- dla przyrzadow pomiarowych analogowych 0 zakresie pomiarowym (znamionowym) X,, jako
ich blad dopuszczalny Agx, wynikajacy z ich znanej klasy doktadnosci kl:

kl
A x=Adx:—x
% 100 °

n



- dla przyrzadow pomiarowych cyfrowych jako kombinacja liniowa zarejestrowanej warto-
sci Xs (wyniku surowego pojedynczego pomiaru lub $redniej arytmetycznej wynikéw suro-
wych wielu pomiaréw) 1 wykorzystywanego zakresu pomiarowego Xzn: A jx = dx + cx,

d - blad wskazania (dla wigkszos$ci popularnych miernikéw uniwersalnych stosowanych
w elektronice 0,25 % (0,0025), dla miernikéw laboratoryjnych 0,05 % (0,0005) lub mniej),
C - blad zakresu (0,01 % (0,0001) lub mniej)

dla konkretnych przyrzadoéw cyfrowych wartosci wspotczynnikow d i ¢ s3 podawane przez
ich producentow (zaleza one m.in. rozdzielczosci przetwornika A/C),

CX,n - blad cyfrowy bywa przyjmowany jako wartos¢ pozycji dziesi¢tnej ostatniej cyfry poka-
zywane] przez wyswietlacz przyrzadu (wynik pomiaru moze by¢ wigkszy lub mniejszy
0 nie mniej niz o wartosc¢ tej cyfry);

jezeli nie zna si¢ wartosci wspolczynnikow d 1 € to jako warto$¢ 2AgX mozna przyjmowac
wartos¢ jego ,,dzialki elementarnej” - blad kwantowania - najmniejszg wartos$¢, o jaka moze
si¢ zmienia¢ wyswietlany wynik pomiaru (nie musi to by¢ wartos¢ pozycji dziesi¢tnej ostat-
niej] wyswietlanej cyfry — wyswietlany wynik moze si¢ zmienia¢ z okreslonym krokiem
(rozdzielczoscia) wickszym od wartosci pozycji dziesi¢tnej ostatniej wyswietlanej cyfry).



Blad graniczny przypadkowy (rozszerzony) AgX pomiaru ustala si¢ tak, aby dana warto$¢
bledu przypadkowego pomiaru AyX; zawierata si¢ w jego przedziale ufnosci z prawdopodobien-
stwem p = 1 — o mniejszym od 1 (lub od 100 %): P(—Agpx <A QX < +Agpx)2 l-a=0p

Wiaze sie go z odchyleniem standardowym teoretycznym o, lub empirycznym s, wyniku jako
w zalozeniu zmiennej losowej o rozkladzie normalnym:

- dla pojedynczego pomiaru:

N k,o, 0dy oyjestznane
9P 0 gdy oy nie jest znane 1 jednoczesnie nie mozna obliczy¢ S,

- dla wyniku pomiaru jako Sredniej arytmetycznej N wynikow pomiarow wielokrotnych:

[ G x

k, — = k,o. 0dy oyjest znane
o \/ﬁ a X g y XJ
A gp X = 9 .
t,y IX = t,yS, 0dy oy nie jest znane, ale na podstawie znanych wynikéw mozna
n
N 1 n .
obliczy¢ s, = | — ) (x, - x)2
n-1%5
Ko a o normalnego N(0,1)
t, kwantyl rzgdu 2 tp=l- 2 rozkiadu t-Studenta o v = n — 1 stopniach swobody

dla n > 20 zamiast wartosci t,, mozna stosowa¢ wartosci K,



rozktad t-Studenta: p(x)=
MP[Vj
2
I"(a) — funkcja gamma (dlaa > 0: I'(a) = je‘tt"“1 dt)
0

p(x) —1




Kwantyle rzedu 1 — a/2 rozkltadu t-Studenta (wspdtczynniki rozszerzenia) t,,
dla v =n -1 stopni swobody (n powtdrzen pomiaru)
1 prawdopodobienstwa o = 1 — p (poziomu ufnosci p) dostepne w MS Excel

"CZba} poziom ufnosci p
stopni
swobody v 0,682689 0,9 0,95 0,954500 0,99 0,997300
1 1,837337 6,313752 12,706205 13,967730 63,656741 235,801498
4 1,141627  2,131847  2,776445 2,869309 4,604095 6,620206
9 1,058728 1,833113  2,262157 2,319806 3,249836 4,094255
14 1,037013 1,761310  2,144787 2,195288 2,976843 3,635801
19 1,02/7017  1,729133  2,093024 2,140494 2,860935 3,447233
29 1,017541  1,699127  2,045230 2,089968 2,7156386 3,280426
49 1,010309 1,676551  2,009575 2,052321 2,679952 3,160509
99 1,005076  1,660391  1,984217 2,025568 2,626405 3,077549
999 1,000501 1,646380 1,962341 2,002505 2,580760 3,007525
9999 1,000050 1,645006 1,960201 2,000250 2,576321 3,000750
1 1,644854  1,959964 2 2,575829 3

kwantyle k, rozktadu N(0,1) rzedu 1 — /2 dla prawdopodobienstwa o,

- wartosci t,y dla coraz wiekszych v zblizaja si¢ do wartosci K, (t,y Stosuje si¢ dla n < 20)

- dla wiekszosci realnie wystepujacych przypadkow wyznaczania przedzialu ufnosci (p = 0,95),
K, 1t mozna zaokragli¢ do liczby 2 (sugestia upraszczania spotykana w literaturze)



Btad graniczny przypadkowy jest wyznaczany na podstawie uzyskanych wartosci konkretnego
eksperymentu pomiarowego — dla kazdego takiego eksperymentu nalezy powtdrzy¢ jego
wyznaczenie.

Jest zwigzany z wykorzystaniem przyrzadu pomiarowego w danej chwili 1 w danych warunkach

pomiarowych.



To samo w odniesieniu do wyniku pomiaru (powyzej byto dla btedow):

Wartosci graniczne btedow wyznacza si¢ tak, aby warto$¢ prawdziwa X, mierzonej wielkosci
znajdowata si¢ wewnatrz pewnego przedzialu (przedzialu ufnosci) okreslonego dla wartosci

zarejestrowanej x i granicznej bledu AgX z zatozonym prawdopodobienstwem (poziomem
ufnosci) p=1-a (tu: mniejszym, branym przy wyznaczaniu btedu granicznego przypadko-
wego):

P(X-Agx <Xy SX+AX)21-a=p; AyXx=Ay X+AyX

Mozna tez zapisac: x, = x + A  x dla zalozonego poziomu ufnosci.

g

Im wieksza jest przyjeta wartos¢ poziomu ufnosci, tym szerszy jest przedziat ufnosci. W prak-
tyce wybiera si¢ go na poziomie od 0,9 do 0,99, najczesciej jako 0,95. Dla p =1 (lub 100 %)
przedzial ufnosci jest nieskonczenie szeroki i za prawdziwy moze by¢ uznany dowolny wynik
pomiarul.

Przyjecie konkretnej wartosci poziomu ufnosci jest kompromisem pomiedzy uzyskaniem prze-
dzialu bezpiecznego, tj. takiego, zeby warto$¢ prawdziwa mogta si¢ w nim znajdowac, i prze-
dziahu realistycznego, tj. nie nadmiernie szerokiego.



Wyniki odstajace (obarczone bledem grubym)

Stosowanie testow statystycznych do decydowania o odstawaniu wyniku pojedynczego pomia-
ru od pozostaltych w serii pomiaréw wielokrotnych dla zadanego prawdopodobienstwa — testy
Q-Dixona, Grubbsa, Chauveneta, Doerffela-Grafa, Tukeya I inne. W ostatecznosci regula
,trzech sigm” dla wyniku pojedynczego pomiaru w seri1 pomiaréw wielokrotnych.



Jezeli wartos$ci pomiarow podlegajg rozktadowi normalnemu N(u,c), to pojedyncze wyniki X;

- lezace poza przedziatem [u - o, p + o] pojawiajg si¢ raz na 3 obserwacje (Scislej 3,151),

- lezace poza przedziatem [p — 206, n + 20 ] pojawiajg si¢ raz na 22 obserwacje (Scislej 21,978),
- lezace poza przedziatem [u - 3o, u + 35 ] pojawiajg si¢ raz na 370 obserwacji (Scisle; 370,398).

Prawdopodobienstwa przypadkow, ze zmierzona (zarejestrowana, stwierdzona) warto$¢ réznig-
ca si¢ od wartosci oczekiwanej u (prawdziwej Xo) o wiecej niz £, £2c 1 £3c jest poprawna,
wynosza odpowiednio o = 0,317311, 0,045500 i 0,002700.

Regula ,,trzech sigm” dla wyniku pojedynczego pomiaru w serii pomiaréw wielokrotnych:
dla danej serii pomiaréw wykonywanych w tych samych warunkach prawdopodobienstwo tego,

ze wyniki tych pomiaréw nie leza w przedziale [x - 3s,,x +3s, | wynosi 0,002700 i jako tak
mate jest podstawa do ich odrzucenia jako ,,nieprawdopodobnych” (obarczonych bledem gru-
bym).

Regula ,,trzech sigm” dla wartosci Sredniej serii pomiaréw: prawdopodobienstwo tego,
ze warto§¢ prawdziwa X, (znana np. ze zrdodet fachowych) nie lezy w przedziale

[x - 3sx,; + 3SX], okreslonym dla danej serii pomiaréw wykonywanych w tych samych warun-

kach, wynosi 0,002700 1 jako tak male jest podstawa do odrzucenia uzyskanej wartosci $redniej
jako ,,nieprawdopodobnej” (uznania eksperymentu za przeprowadzony nieprawidtowo).



Przypadek wykonywania kilku (m) serii pomiaréw wielokrotnych tej samej wartos$ci wiel-
kosci mierzonej wykonywanych w potencjalnie tych samych warunkach, z ktorych kazda
zawiera po n; wartosci.

Dla kazdej j-tej serii istnieje u, i G2

X ]

estymowane odpowiednio przez x is?
J

Wspolna dla wszystkich pomiar()w wartosc¢ oczekiwana wyniku pomiaru p, jest estymowana

przez $rednig $rednich: x = —Z Xj = —Z [ Z X }

11 mjl J i=1

Wspolna dla wszystkich pomiarow wariancja wyniku pomiaru (btedu przypadkowego) zgodnie

2
(O

m m
z prawem dodawania wariancji wynosi o2 Z =y I j jest estymowana przez
=1 j=1 J
m m 82 g2 m
s2=%" sfj => — - dla liczby stopni swobody wyznaczania tego estymatora v =—"--<3% v,
j=1 =1 '] m Sj j=1
VvV .

(wzér Welcha-Satterthwaite’a; jesli v nie jest liczbg catkowitg zaokragla sie ja w dot do najbliz-
szej liczby calkowitej; v; = n; — 1).



Dopuszcza si¢ mozliwo$¢ przyjmowania przez blad systematyczny Agx; w kazdej j-tej z m serii
dowolnej warto$ci z przyjetego przedziatu [-AgeX,+AgX] — AgX jest zmienng losowa o pewnej
warto$ci oczekiwanej p, | wariancji ci . (odchyleniu standardowym o ASX), a prawdopodo-

bienstwo wystgpienia konkretnych wartosci tego btedu jest opisane jakims przyjetym rozkita-

dem prawdopodobienstwa p(AsX) o znanej postaci (liczy sie wartosci teoretyczne tych parame-
trow ze wzorow definicyjnych (tych z catkami)).

Bledy przypadkowe wynikow z kazdej serii majg takie same charakterystyki probabilistyczne
| prawdopodobienstwo ich wystapienia mozna modelowaé rozkladem normalnym, tak jak dla
pojedynczej seril, otrzymujac odpowiednie przedziaty ufnosci.



Rozwazane rozktady prawdopodobienstwa wartosci bledu systematycznego

- prostokatny — w przedziale [-AgX,+AgX] prawdopodobienstwo wystapienia bledu jest state
niezerowe, poza tym przedziatem prawdopodobienstwo to ma warto$¢ rowng zeru; p, , =0,

2 gs X

- trojkatny — w przedziale [-AgX,+AgX] prawdopodobiefistwo wystapienia btedu liniowo
rosnie 1 maleje wokot wartosci maksymalne; wystepujacej dla wartosci bledu lezace;
wewnatrz tego przedziatu, poza tym przedziatem prawdopodobienstwo to ma wartoS¢ rOwng

2

A ys X

6

zeru; dla rozktadu symetrycznego (rownoramiennego) p, , =0, o 2 x =

- trapezowy — w przedziale [-AgX’,+AgX’] prawdopodobiefistwo wystapienia biedu jest stale
niezerowe, poza granicami tego przedzialu prawdopodobienstwa wystgpienia btedu spadajg
do zera prostymi o okreslonych skonczonych wspoétczynnikach kierunkowych wyznaczajac
przedzial [-AgX,+AgX] 0 niezerowym prawdopodobienstwie, przedzial [—AgX’,+AgX’] jest
B-krotnie krotszy od przedziatu [-AgX,+AgX]; dla rozkladu symetrycznego (rOwnoramienne-

1+B° .
Azgs x (prostokatny dla 3 = 1, trojkatny dla = 0)

2
gO) “Asx =0, GASX =



- normalny N(O,G Asx) — prawdopodobienstwo p =1— o znajdowania si¢ wartosci btedu

W przedziale [—Agsx,+Ang]= [— kaoAsX,JrkacsASXJ jest znane 1 wartosci te majg rozktad

o A s X
w przyblizeniu normalny; p ax =0, 0, x = )
(04
A g X
—dlap=0,9973: 0, , = ,
> 3
A X

—dlap:O,9545:csASX= > :

2
~dlap=0,682689: 5, , = A X

Agsx Agsx

ka4 0674490
(k34 = 0,674490 - goérny kwartyl (kwantyl rzedu 0,75) rozktadu N(0,1))

—dlap=05:0, , =

- w ksztalcie litery U — w przedziale [-AgX,+AyX] prawdopodobienstwo wystapienia biedu jest
najwicksze dla granic tego przedziatu, poza tym przedzialem prawdopodobienstwo to ma
wartos¢ rowng zeru; w skrajnym przypadku niezerowe prawdopodobienstwa wystepujg tylko

dla warto§ci —AgX 1 +AgX; dla rozktadu symetrycznego (o takich samych prawdopodobien-

2
: ! Ao X
stwach wystgpienia wartosci —AgeX | +AgsX) py « =0, Gisx B
2




2
O A

S

X

= (A 0 x) jest wyznaczane dla liczby stopni swobody Va x:

- jesli przedziat [-AgX,+AyX] przyjeto tak, ze zawiera wszystkie mozliwe
wartosci AgX; 1 ze znany jest rozklad prawdopodobiefistwa p(AsX), to

\' A X = o0
- Jesli przyjeta wartoS¢ AgX jest obarczona swoim biedem Ag(AgX) >0 to

; wzgledny biad btedu granicznego

systematycznego przyrzadu pomiarowego 83 (A 0 x) bywa podawany przez
jego producenta



Btad graniczny wynikéw wielokrotnych pomiaréw tej samej wartosci mierzonej wielkosci
wykonywanych w tych samych warunkach w m seriach po n; pomiaréw, wyznaczany dla

poziomu ufnosci p =1 — o
2 -
s \/Gi  +o2  gdy o, jestznana
S
gdy 0)2( nie jest znana, ale spetnione sg warunki centralnego twier-

2 2
Agx=ﬁ|ka\/GAsx+Sx

. . . . . ro 2
dzenia granicznego i mozna obliczy¢ s

2 2
Ktav \/GASX Sy gdy 6)2( nie jest znana, ale mozna obliczy¢ sj

2

Gy =T (A 0 x); AgsX - okreslony dla przyrzadu pomiarowego

s X

o i s? - wariancje teoretyczna i eksperymentalna bledu przypadkowego wyniku pomiaru jako

sredniej arytmetycznej

Ko N N normalnego N(0,1)
- kwantyl rzedu — + p = 1- — rozktadu s _
t, 2 2 t-Studentaov_ - *— stopniach swobody
G4Asx m S;
_|_
Vax a1 Vi

jesli ve nie jest liczba catkowita zaokragla si¢ ja w dot do najblizszej liczby calkowite;;
Vj = nj —1



Centralne twierdzenie graniczne

Jezeli zmienna losowa Y jest kombinacja liniowa zmiennych losowych Xii v =% a; X,
i=1
| wszystkie X; maja rozktady normalne N(u %O x; ) to Y ma rozklad normalny N(u %O x; )

m m
2 2 92 . . . . . ’ . .
my =D aiu, » oy =2 a;o, ,ajezell X nie majg rozkladow normalnych, ale sa niezalezne
i=1 =1

2

, > © )Z(i , t0 Y mozna aproksymowac rozktadem normalnym N (u y1Oy )

| ¢

Konsekwencja: dla biedu granicznego bedacego sumg btedu granicznego systematycznego
(o rozkladzie niekoniecznie przyjmowanym za normalny (np. za prostokatny)) 1 bltedow
granicznych przypadkowych dla kazdej serii pomiarow (o rozktadach normalnych), gdy odchy-
lenia standardowe wszystkich bledéw sa w miarg zblizone (zadne nie jest wyraznie wigksze od
pozostatych), to mozna korzysta¢ z kwantyli rozktadu normalnego (nie trzeba wyznaczaé¢ efek-
tywnej liczby stopni swobody dla rozktadu t-Studenta).



Propagacja bledéow w pomiarach posrednich — wynik i blad pomiaru posredniego

Poszukiwana wielko$¢ ,,mierzona” (wyjSciowa) Yy jest wyznaczana na podstawie m innych
wielkosci realnie mierzonych lub o wartosciach przyjetych jako state (wejsciowych) X;:
y - f(XLXZ,---,Xm)

np. wyznaczana jest wartos¢ predkosci sredniej V na podstawie pomiarow dhugosci drogi S
| czasu przejazdu t; v = f(s,t) = s/t = st™*

Kazda z warto$ci X; Jest wyznaczana dla n; wartosci Xy (1=1, 2, ..., m, k=1, 2, ..., n}) wynikéw
wielokrotnych pomiaréw tych samych wartosci mierzonych wielkosci wykonywanych w tych
samych warunkach jako Xoi = Xj pop = (AgsXi + AgpXi), przy czym dla kazdej wielkoS$ci blad:

— systematyczny AgXi € [—AgsXi,HAgsXil,

— przypadkowy ApX; ma rozktad N(0,o, , ) - bledy przypadkowe wszystkich wielkosci wej-

p i
sciowych tworza m-wymiarowa zmienng losowa 0 tagcznym rozktadzie normalnym o warian-

cjach 62 = =o2 i kowariancjach o, , , . =0, .x, (9dy o, , =0 to wielkosci x

A o Xj X pri=pT] !

I Xj sa skorelowane, a gdy o, x, =0 to wielkosci X; I X; sa nieskorelowane).



n;

. 1 2
Wariancje s2 sg estymowane przez 52 = —12 (xik - xi) .
i [ n—

k=1

] . 1 A" — -
Kowarlancje o, x, Saestymowane przez s, , = —> (x;, = x; )(x K~ xj)
| ’ n-1
k=1

— wyrazenie wymagajace tej samej liczby wartosci wielkosci X; I X; (N = nj =n).

Odpowiednio, wszystkie wartosci x; tworza m-wymiarowa zmienna losowa tacznym rozkladzie
2

- - G - - -
normalnym o wariancjach ci_ = —L i kowariancjach G
| n 1

— = ——1 estymowanych odpo-

j n
. ) 10 —2 . 1 X — —
wiednio przez s = S (kg = %) iss =S (xy = Mg - X ).
k=1

" n(n-1),5 X n(n-1)

Korelacja wielkosci X; 1 X; nie dotyczy wielko$ci fizycznych wystepujacych w zaleznos$ci
y = f(X1,X2,...,Xm), ale wynikéw pomiarow (realizacji zmiennych losowych).

Brak korelacji wielkosci X; 1 X; oznacza, ze obie maja niezalezne, oddzielne realizacje.

Skorelowanie wielkosci X; I X; moze np. wynika¢ z ich jednoczesnego mierzenia albo z mierze-
nia tym samym przyrzadem pomiarowym.



Kowariancje - wartosci wymiarowe (wyrazane w jednostkach bedacych iloczynami jednostek
miar wielkosci, ktorych korelacje si¢ wyznacza) - moga przyymowac rézne wartosci ujemne
1 dodatnie dla réznych zestawow sprawdzanych liczb - wartos¢ kowariancji nie wyraza bezpo-
srednio stopnia skorelowania wartosci wielkosci wejsciowych (tak samo skorelowane zestawy
liczb mogg dawac rdézne wartosci wariancji, te same wartosci wariancji mozna otrzymac dla
roznie skorelowanych zestawow liczb).

Przy ocenic skorelowania wartosci wejsciowych lepiej postugiwaé sie¢ bezwymiarowym
wspolczynnikiem korelacji - kowariancja wartosci wielkosci wejsciowych unormowang do ich

Xi,X'

odchylen standardowych: p(x;,x,)= — = ~ = p(x;,x, ). estymowanym przez

r(xi’xj): XioXj _ X X | :r(; Z): -
SXiSX' S;S; 3 — n .,
j 7 \/Z (Xi,k — Xi) \/Z (Xj,k — Xj)

Wartos¢ wspotczynnika korelacji przyjmuje wartosci z przedziatu [-1,+1]:
dla wielkosci nieskorelowanych jest zerem,

dla wielkosci stabo skorelowanych jest bliska zeru,

dla wartosci silnie skorelowanych jest bliska +1 lub —1,
dla wartosci w pelni skorelowanych jest rowna +1 lub —1

plus, gdy zaleznos¢ x;(X;)
jest rosnaca,
minus — gdy jest malejaca



Wyznaczana wartos¢ wielkosci Y ma swojg wartos¢ prawdziwag Yy I jest obliczana jako:
- funkcja srednich arytmetycznych wartosci X;:

— 1 . .
Y= f (X Xy X )y X =3 X » €O MOZNa zrobi¢ zawsze,

N =1
- §rednia arytmetyczna warto$ci funkcji fx obliczonych dla kolejnych pomiarow:

y=y= =3 Fi (Xye s Xgp v X )» €O MOZNA rObiC tylko wtedy,

gdy wszystkie wielkosci Xj zmierzono doktadnie tyle samo razy: n; =n, = ... = np =N,

1 jest obarczona swoim statym btedem systematycznym Agy 1 losowo zmieniajgcym si¢ btedem
przypadkowym Apy, przy czym oba te bledy wystepuja niezalezne i1 nalezy wyznaczy¢ je
oddzielnie na podstawie bledow AX; wielkosci X1, Xo, ... 1 Xy | dla obu wyznaczy¢ wartosci
graniczne wyznaczajace przedzial ufnosci 1 pozwalajace na zapis y = Agy.

Jezeli funkcja f jest funkcja liniowa, to oba sposoby obliczania wartosci Y daja jednakowe
wyniki. Jezeli funkcja f jest nieliniowa, lepszym sposobem obliczania wartosci Y jest sposob
drugi.

Dodatkowo, sposob drugi bezposrednio prowadzi do definiowania estymatorow jej odchylenia
standardowego s, i odchylenia standardowego $redniej arytmetyczne; s, jako:

1 —\2 . Sy 1 & oy
Sy\/HZ(yi_Y) Isy\/ﬁ\/n(n—l)z(yi Y).

=1 =1




Blad graniczny systematyczny Agy - metoda najgorszego rozlozenia wyrazoéw rozniczki
zupelnej pierwszego rzedu wiclkosci y = f(X3,Xy,...,.Xm) (najczesciej stosowana):

Agy = Z

oy
—A
oX;

a r oy o oge r e . S . rr
Pochodne czastkowe a—y y! =c, - wspélczynniki wrazliwoSci wielkosci y na wielko$¢ X; -
X |

- opisuja jJak zmiany wartosci wielkosci X; wplywaja na zmiane wartosci wielkosci Y.

Dla iloczynowej postaci zalezno$ci y = f(x;, X, ... X, )=a[[ x;i '

xa m AgsxI Ay m
Agsy Z ad; AQS IHX Z ‘Y‘ I 6gsy_ :Z‘ai SQSXI‘
i=1 Xi j#i =1 Xi i=1 [ ‘y‘ i=1
[ |
Tas 2] at 1
A gV VSIAgSS VtIAgSt t % t gs A T, At
L g _ _ _ S t |t t .
np. dla predkosci v: & v = H = + = X + . =t . -
Y Y Y
t t t t
A_.S At
- is fs = [8.4oS| + |- 84t = 8405+ B




Blad graniczny przypadkowy Agy wyniku pomiaru jako odpowiedniej $redniej dla przyjetego
poziomu ufnosci p = 1 — o jest zwigzany z Warianch

m-1 m
2
G, = ZZCICJGXIJ—ZC csxI 2> D CCjo, o .
i=1 j=1 i=1 j=i+1
m-1 m
estymowang przez S* = C; S*+2 CiCiS, o~
ymowang p 5 DML
i=1 i=1 j=i+1
(kaﬁy gdy o Jest znane
A ) gdy c, nie jest znane, ale mozna obliczy¢ s, | Spelnione sg warunki
Yy =19KgSy,
ap oy

centralnego twierdzenia granicznego
Loy gdy o nie jest znane, ale mozna obliczy¢ s;

o, i s, - odchylenia standartowe teoretyczne i eksperymentalne btedu przypadkowego wyniku
pomiaru jako $redniej arytmetycznej (dodatnie pierwiastki kwadratowe wariancji)

Ko normalnego N(0,1)
- kwantyl rze;du —+p=1- < rozktadu o4
toy 2 2 t-Studentao v, = Y__ stopniach swobody:;
m S*
Z i
A%

i=1 Vi
jesli vy nie jest liczba catkowita zaokragla si¢ ja w dot do najblizszej liczby catkowite;;
vi = nj; — 1 - stopnie swobody zwigzane z wielko$cig wejsciowq X;



m-1 m

Stosujac wspotczynnik korelacji, wariancje cs— = Z C; o— +2> > cicio

i X

i=1 =1 j=i+1
m-1 m
est = < .
ymowanqprzeZS Zc s +22 > CiC Sy )
i=1 j=i+l
m-1 m
zapisuje si¢ jako wariancje G*—ZC cf+22 D CiCio, 0 Py
i=1 i=1 j=i+1 B
m-1 m
estymowang przez sf = Z’ic s— + 22‘1 Zlclcjsx S T
I i j=i+

np. dla predkosci v i braku skorelowania pomiaroéw drogi S i czasu t (r(s,t) = 0):

2, 2, N 2§(Si_§)z N zizl(ti_t—)z
Il T [[tjj n,(n, —1) +[(tjt] n(n —1)




Niespelnienie wymogu tej samej liczby wynikéw pomiarow wszystkich wielkosci wejsciowych
X; skutkuje:

- mozliwoscig wyznaczenia  wartosci  wielkosci  wyjsciowej tylko z  zaleznosci
y = f(xl,xz,..., Xm ),

- brakiem mozliwosci eksperymentalnego sprawdzenia wzajemnego skorelowania wielkosci
wejsciowych — przyjmuje sie je arbitralnie za nieskorelowane 1 wartos¢ eksperymentalne-
go odchylenia standardowego sredniej arytmetycznej wartosci wielkosci wyjsciowej oblicza
si¢ tylko na podstawie wartosci odchylen standardowych (wariancji) srednich arytmetycznych
wartosci wielkosci wejsciowych,

- konieczno$cig wyznaczania liczby stopni swobody v, wyznaczania estymatora wariancji
wielkosci wyjsciowej z pokazanej ogdlnej postaci wzoru Welcha-Satterthwaite’a, uwzgled-
niajacej rézne liczby stopni swobody Vv; = nj — 1 wyznaczania estymatoréow wariancji wielko-
sci wejsciowych — dla tej samej liczby pomiarow kazdej wielkosci wejsciowej | zachodzi

4
Sf

Xi
i=1

Uwaga: przypadek wyznaczania wartosci wielkosci wyjsciowe] na podstawie wartosci wielko-
sci wejsciowych uzyskiwanych w kilku seriach — odsytam do literatury lub zapraszam na
konsultacje.



Wspolczesne podejscie zalecane przez OIML do wyznaczania ,,jakosci” wyniku pomiaru jest
odejsciem od okreslania bledu (zlozonego niejako oddzielnie z btedu systematycznego
| przypadkowego) co wymaga znajomosci mezurandu (prawdziwe] wartosci wielko$ci mierzo-
nej) w strone okreslania watpliwosci w uzyskang wartos¢ (czyli niepewnosci) wyniku
pomiaru bez potrzeby znajomosci tego mezurandu, bo tylko na podstawie zarejestrowanych
wartoscli 1 informacji o procedurze pomiarowej, np. o zastosowanym przyrzgdzie pomiarowym
| 0 warunkach pomiaru.

Okreslenie niepewnosci pomiaru powinno uwzgledni¢ wszelkie mozliwe do wyrazenia liczbo-
wego przyczyny watpliwosci w prawdziwos¢ wyniku pomiaru (zrédta niepewnosci), niezalez-
nie od ich charakteru (zdeterminowania, losowosci, percepcji cztowieka, wplywu otoczenia

itd.).

Niepewnos$¢ U (ang. uncertainty) wyniku pomiaru — iloczyn liczby i jednostki miary mierzonej
wielkosci (podobnym iloczynem jest tez blad bezwzgledny A).



,,Evaluation of measurement data. Guide to the expression of uncertainty in measurement”
(dokument GUM) - zasady wyznaczania niepewnos$ci opracowane przez wspolny komitet (Joint
Committee for Guides in Metrology (JCGM)) siedmiu mi¢dzynarodowych organizacji zajmuja-
cych si¢ standaryzacjg w réznych dziedzinach nauki: OIML, BIPM, ISO, IEC, IUPAP, IUPAC
| IFCC — patrz pierwszy wyktad.

- strona internetowa OIML, zaktadki:
publications — guides — G 1-100-en — aktualna wersja przewodnika z 2008 r. bedacego
wersjg Z 1995 r. z matymi zmianami,
publications — guides — G 1-104-en — wstep do przewodnika z 2009 .

- strona internetowa BIPM, zaktadka publications/reunions — guides en metrologie, ang. publi-
cations & events — guides in metrology

- strona internetowa https://www.iso.org/iso-guides.html, zaktadka publicly available iso/iec
guides.

Polskie thumaczenia dokumentu GUM przez pracownikow polskiego urzedu GUM:

2019 r.: ,Ewaluacja danych pomiarowych. Przewodnik wyrazania niepewno$ci pomiaru”,
strona internetowa urzedu GUM, zaktadki: transfer wiedzy — publikacje — niepewnos¢ pomiaru
— dokumenty ttumaczone oraz transfer wiedzy — publikacje — publikacje z 2019 r.

1999 r: ,,Wyrazanie niepewnosci pomiaru. Przewodnik™ (tylko wydanie papierowe; krotki opis:
strona internetowa bip GUM, zaktadka klient w Urzedzie — wydawnictwa GUM — Wyrazanie
niepewnosci pomiaru. Przewodnik)



,,Evaluation of the uncertainty of measurement in calibration. EA-4/02 M: 2013 wydany przez
stowarzyszenie European co-operation for Accreditation (EA), adres internetowy
WwWWw.european-accreditation.org/wp-content/uploads/2018/10/ea-4-02-m-rev01-september-
2013.pdf w jezyku angielskim

polskie thumaczenie ,,Wyznaczanie niepewnosci pomiaru przy wzorcowaniu”, adres interneto-
wy: www.pca.gov.pl/download/gfx/pca/pl/defaultstronaopisowa/56/5/1/ea-4-02m.pdf

Opracowania pracownikow polskiego urzedu GUM: , Niepewno$¢ pomiarow w teorii 1 praktyce”

strona internetowa GUM, zaktadki transfer wiedzy — publikacje — niepewnos¢ pomiaru — opra-
cowania wtasne GUM oraz transfer wiedzy — publikacje — wczesniejsze publikacje



Niepewnos¢ uzyskanej wartosci pomiaru — watpliwos¢ w t¢ wartosc.

Niepewno$¢ — parametr zwigzany z wynikiem pomiaru 1 charakteryzujacy rozrzut wartosci,
ktore w uzasadniony sposdb mozna przypisa¢ wielkosci mierzonej (mezurandowi).

- Wartosci wynikow pomiarow muszg by¢ uzyskane w efekcie przeprowadzenia pewnego
eksperymentu, pomyslanego jako wilasciwy do pozyskiwania informacji ilosciowych
0 badanej wielkosci.

- Dla tych wartosct wynikow pomiaroOw trzeba obliczy¢ wartos¢ pewnego parametru, ktory
charakteryzuje ich rozrzut.

Dla pomiaréw wielokrotnych rozwazane wartosci wynikOw pomiardOw S3 wartosciami uzyska-
nymi podczas wielokrotnego mierzenia tego samego, niezmiennego mezurandu, przeprowadza-
nego w tych samych, niezmiennych warunkach — stato$§¢ mezurandu objawia si¢ brakiem
rosngcego lub malejacego trendu wynikéw kolejno powtarzanych pomiaréw — wyniki
pomiarOw zmieniajg si¢ catkowicie losowo, nie sg stopniowo coraz wieksze lub coraz mniejsze.
Poprawnie przeprowadzone pomiary wykluczaja mozliwos¢ popetniania btedow grubych, czyli
uzyskiwania wynikéw odstajacych.



Statystyka matematyczna — parametrem charakteryzujagcym rozrzut wartosci jest odchylenie
standardowe (dodatni pierwiastek kwadratowy wariancji) — jest to niepewnos$¢ standardowa
— definicyjnie wymagana jest znajomo$¢ wartosci oczekiwanej zmiennej losowej, ktora dla
pomiardéw idealnie doktadnych utozsamia si¢ z mezurandem, oraz znajomos¢ rozktadu prawdo-
podobienstwa tej zmiennej losowej. Zawsze jednak mozna postugiwac sie odpowiednimi esty-
matorami.

Dla przyjetego rozkltadu prawdopodobienstwa znane sa jego kwantyle okreslonych rzedow
wyznaczajace odpowiednie dystrybuanty tego rozkladu I rozwaza sie przedziat niepewnosci
(tu: przedzial objecia) wyniku pomiaru okre§lany przez poziom ufnosci (tu: prawdopodo-
bienstwo rozszerzenia) — prawdopodobienstwo tego, ze mezurand znajduje si¢ wewnatrz
takiego przedziatu, liczone jako roznica tych dystrybuant dla kwantyli réwno wigkszego
1 mniejszego od najbardziej prawdopodobnej wartosci pomiaru o krotnos¢ odchylenia standar-
dowego tych pomiarow przyjeta odpowiednio do prawdopodobienstwa rozszerzenia — granice
tego przedzialu sg niepewnoscia rozszerzona.

Jezeli dana wielkos¢ fizyczna jest wielkoscig pochodng i jej wartos¢ oblicza si¢ z innych warto-
Sci (bezposrednio mierzonych lub przyjetych jako state), to niepewnos¢ obliczonej wartosci
wielkosci pochodnej oblicza si¢ z niepewnosci wartosci przyjetych do jej obliczenia, branych
proporcjonalnie do tego, jak wartos¢ wielkosci pochodnej zalezy od wartosci wielkosci, z kto-
rych jest obliczana — jest to niepewnos$¢ zlozona standardowa.

Rozwazajac przedzial objecia wyznaczonej wartosci wielkosci pochodnej dla przyjetego praw-
dopodobienstwa rozszerzenia wyznacza si¢ niepewnos$¢ zlozong rozszerzona.



Wynik I niepewnos¢ pomiaru bezposredniego

Dla n-krotnie wykonanego bezposredniego pomiaru mierzonej wielkosci fizycznej przy zasto-
sowaniu okreslonej procedury (w ustalonych warunkach pomiaru) wykorzystujacej okreslony
przyrzad pomiarowy otrzyma si¢ N wartosci pomiaréw X; — wartosci surowych skorygowanych
0 poprawki wynikajace z analizy zidentyfikowanych oddzialywan systematycznych.

Zaklada sie, ze uzyskane wartosci X; sg realizacjami zmiennej losowej o rozktadzie normalnym
z warto$cig oczekiwang estymowang przez wartoS¢ Sredniej arytmetycznej tych wartosci
| Z odchyleniem standardowym estymowanym przez eksperymentalne odchylenie standardowe
Z proby.

. o . - 17 .
Jako wynik pomiaru jest brana Srednia arytmetyczna x = —>" x; uzyskanych wartosci X;.
Nis

Niepewnos¢ standardowa u(x) takiego wyniku pomiaru, sktada si¢ z niepewnos$ci standardo-
wych wyznaczanych metodami typu A i B, w ktorych wyznacza si¢ odpowiednie odchylenia
standardowe.



Metoda typu A - obliczenie niepewnosci standardowej Ua (niepewnosci typu A) na drodze
analizy statystycznej serii wynikéw pomiarow X;, czyli z obserwowanej funkcji gestosci
prawdopodobienstwa — eksperymentalnego rozktadu czestosci wystepowania wartosci wyni-
kow pomiardow uzyskanych w danym eksperymencie pomiarowym:
— sprawdzenie losowosci kolejno uzyskanych wynikow (braku rosnacego lub malejacego
trendu ich zmiennosci),

— sprawdzenie wystepowania 1| odrzucenie wynikow odstajacych (obarczonych bledami
grubymi) w oparciu o wiedze¢ 1 doswiadczenie w prowadzeniu pomiarow, testy statystyczne
do oceny wynikow jako odstajacych lub w ostatecznosci regule ,.trzech sigm”,

— dla wynikow przyjetych za poprawne oblicza si¢ $rednia arytmetyczna x i odchylenie stan-

1 n —\2
X; — x) - wartosc¢ tego odchyle-
DD (x; —x) go odchy

i=1
nia jest wartoscig niepewnosci standardowej typu A.

dardowe tej wartosci sredniej u ,(x)=s; = \/

Dla identycznych wszystkich wynikow x; uzyskuje si¢ us = 0.

Dla wyniku pojedynczego (dla braku powtarzania pomiaru) przyjmuje si¢ Uy = 0.



s, - estymator teoretycznego odchylenia standardowego wartosci Sredniej arytmetyczne]
wyniku pomiaru — wyznaczenie wartosci Ua(X) tez ma pewna niepewnosc.

Jezeli rozklad prawdopodobienstwa otrzymywania roznych wartosci wynikOw pomiarow jest
rozkladem normalnym, to wartos¢ prawdziwa badane] wielkosci z prawdopodobienstwem

p=1—a znajduje sic w przedziale [x —ku , (x)x +ku ,(x)] = [x- ks ., X + ksx], k - kwantyl

rzedu %+ p = 1—% rozktadu t-Studenta o v=n -1 stopniach swobody (dla coraz wickszej

liczby n wykonanych pomiaréw coraz bardziej zblizony do kwantyla standaryzowanego
rozkladu normalnego tego rz¢du) , kuy = U, - rozszerzona niepewnos$¢ standardowa typu A.

Niepewnos$¢ standardowa typu A mozna powigza¢ Z wartoscig granicznego btedu przypadkowego.



Metoda typu B - obliczenie niepewnosci standardowej Ug (niepewnosci typu B) na drodze
INnnej niz analiza statystyczna serii wynikéw pomiarow, czyli z funkcji gestosci prawdopo-
dobienstwa zalozonej i przyjetej jako opisujacej rozklad czestosci wystepowania wartosci
wywotujacych dany element niepewnosci wartosci X, zwigzany np. z zastosowanym przyrza-
dem pomiarowym, z losowa niestalo§cig mezurandu, z warunkami otoczenia, z osobg wykonu-
jacg pomiar itd.; wykorzystuje si¢ wszelkie dostepne informacje o mozliwej zmiennosci warto-
sc1 wynikow pomiardw, np.:

— informacje producenta o przyrzadzie (np. klas¢ doktadnosci przyrzadu),

— informacje z procesu wzorcowania i justowania przyrzadu,

— doswiadczenie mierzacego w podobnych pomiarach (o stosowanym przyrzadzie 1 badanym

mezurandzie),
— informacje od innych mierzacych (np. z podrecznikow)

— Itp.

Metoda oparta na naukowym spojrzeniu mierzgcego na proces pomiarowy.

Niepewnos$¢ standardowg typu B mozna powigzac¢ z wartoscig granicznego bledu systematycznego
wyznaczanego dla przypadku kilku serii pomiarow wielokrotnych (zaklada sie, ze btad ten jest staty
dla danej realizacji eksperymentu pomiarowego (pojedynczej serii wynikoéw uzyskanych bezpo-
srednio jeden po drugim) I ze moze si¢ zmienia¢ dla roznych takich realizacji (jest zmienng losowa
o znanym rozktadzie prawdopodobienstwa)).



Przyktad: gdy z dostgpnych informacji wynika, ze niepewnos¢ typu B jest znana (wynosi Ug)
1 ze jest okreslong wielokrotnoscig (k-tg) odchylenia standardowego uzyskanego wyniku, to

_UB(X)
ug (x) = .

Przyktad: gdy prawdopodobienstwo znajdowania si¢ wartosci X W przedziale [a,b] o dlugosci
b—a=2D wynosi p=1-a 1 rozklad mozliwych wartosci X jest rozkladem normalnym
N(uy,0x) 0 wartosci oczekiwanej p, wystepujacej w srodku tego przedziatu (jej estymatorem

. b
jest x = a;r), to:

- k jest kwantylem rzedu %Jr p=1- % rozktadu N(0,1),

- prawdopodobienstwo znajdowania si¢ wartosci prawdziwej X, badanej wiclko$ci wewnatrz
przedziatu [a,b] = [x - D, x+ D] wynosi p — jest to przedziat objecia dla poziomu ufnosci p:
[x = ku g (x), x + ku 5 (x)],

- Wartos$¢ Kug = Ug jest rozszerzong niepewnoscia standardowa typu B |

UB(X):GX = =



~p=0,5 (szansa znalezienia si¢ wartoSci X W przedziale [a,b] jest szansg ,,po6t na pol”):

D
k - gorny kwartyl (kwantyl rzedu 0,75) rozktadu N(0,1) i ug(x) = o 674400 1,482602 D -

[a,b] ma dlugos$¢ IQR (ang. interquartile range)

—p =0,682689: k - kwantyl rzedu 0,841344 rozktadu N(0,1) 1 ug (x) = D - [a,b] jest przedziatem
,,Jjednosigmowym™)

—p =0,9 (szansa znalezienia si¢ wartosci X W przedziale [a,b] jest szansg ,,dziewi¢¢ na dzie-

D
sie¢”): k - kwantyl rzedu 0,95 rozktadu N(0,1)iug(x)= ——— = 0,607957 D
1,644853

—p = 0,95 (szansa znalezienia si¢ wartosci X W przedziale [a,b] jest szansg ,,dziewiecdziesiat

D
pie¢ na sto”): k - kwantyl rzedu 0,975 rozktadu N(0,1) i ug (x) = L as00es 0,510213 D

D
—p =0,9546: k - kwantyl rzedu 0,97725 rozktadu N(0,1) i ug(x)= — = 0,5D - [a,b] jest przedzia-
2

tem ,,dwusigmowym”
—p =0,99 (szansa znalezienia si¢ wartosci X W przedziale [a,b] jest szansa ,,dziewiecdziesiat

D
dziewieé na sto”): k - kwantyl rzedu 0,995 rozktadu N(0,1)i ug (x) = ) e7ea00 0,388224 D

—p =0,9973: k - kwantyl rzedu 0,99865 rozktadu N(0,1) i ugz(x) = Z = 0,(3)D -[a,b] jest prze-

dziatem ,,trzysigmowym”



Przyktad: gdy z dostepnych informacji wynika, ze wartosci X moga znajdowac si¢ tylko
w przedziale [a,b] o dlugosci b —a = 2D i nie wiadomo, jakie sg prawdopodobienstwa wystg-
pienia poszczegdlnych wartosci X z tego przedziatu, to przyjmuje sig, ze jest ono takie samo dla
wszystkich wartosci X tego przedziatu | mozna je opisa¢ rozkladem prostokatnym o wartosci

: : . : — b :
oczekiwanej wystepujacej w srodku tego przedziatu (dla x = aJZF), co daje

_b—a D

UB(X)_GX_ 2\@:\@

przypadek stosowany np. przy wyznaczaniu niepewnosci Wyniku pomiaru wynikajacej

z bledu granicznego systematycznego popelnianego przy postugiwaniu si¢ danym przyrzadem
pomiarowym (btedu dopuszczalnego przyrzadu pomiarowego),

dla ktorego przedzial [a,b] = [-AgsX,TAgsX] jest symetryczny wzgledem AX = 0, a D = AgeX;

Sposoby wyznaczania bledow dopuszczalnych dla r6znych przyrzadéw pomiarowych
zostaty pokazane wczesnie;j.



Przyktad: gdy z dostepnych informacji wynika, ze wartosci X moga znajdowaé si¢ tylko
w przedziale [a,b] o dtugosci b —a = 2D i ze prawdopodobienstwo wystapienia poszczegolnych
a-+b

2
liniowo maleje ono wraz ze zblizaniem si¢ wartosci X do granic tego przedziatu, to przyjmuje
si¢, ze to prawdopodobienstwo mozna opisa¢ rozkladem trojkatnym o wartosci oczekiwanej
b-a D

26 6

wartos$ci X z tego przedziatu jest najwicksze w $rodku tego przedziatu (dla x = )1 Ze

wystepujacej w §rodku tego przedziatu (dla x), co daje u s(X)=0, =

przypadek stosowany np. przy wyznaczaniu niepewnosci Wyniku pomiaru wykonywanego

za pomocg przyrzadow pomiarowych produkowanych seryjnie z tg samg zatozong w produkcji
wartoscig wzorca wewnetrznego X,, (potencjalnie wystepujaca najczescie))

z dopuszczalng (znana i ustalona) jej maksymalng odchytka Ay,

czyli gdy wzorzec ten moze zmienia¢ si¢ w granicach od X, — Agy d0 Xy + Agy,

a w procesie produkcji przyrzadu raczej wytwarzane sg egzemplarze o A, = 0 niz o
Aw = Agy = D.



Przyktad: gdy z dost¢pnych informacji wynika, ze wartosci X moga znajdowacé si¢ tylko
w przedziale [a,b] o dtugosci b —a = 2D i ze prawdopodobienstwo wystapienia poszczegolnych
wartosci X z tego przedziatu jest najwicksze 1 stale w B-krotnie krotszym przedziale [@’,b’]
o dhugosci b’ —a’ =2BD, B € [0,1], lezacym symetrycznie wewnatrz przedzialu [a,b] (oba te
przedzialy maja wspdlny $rodek x = 2 er b_ a';b'), 1 ze linlowo maleje ono wraz ze zmiang

wartosci X od zblizonych do granic przedziatu [a’,b’] do zblizonych do granic przedziatu [a,b],
to przyymuje si¢, ze prawdopodobienstwo to mozna opisa¢ rozkladem trapezowym o wartosci

oczekiwanej wystepujacej w $rodku tego przedziatu (dla x), co daje

b—a 1+4° 14p°
ug(x)=o0o, = ; N 6[3 =D GB .

Przyktad: gdy z dostepnych informacji wynika, ze wielkosci badane moga przyjmowac tylko

dwie wartosci, bedagce w naturalny sposéb granicami przedziatu [a,b] o dlugosci b —a = 2D,
to przyjmuje si¢, ze prawdopodobienstwo ich wystegpowania mozna opisa¢ rozkladem
w ksztalcie litery U o dwoch wartosciach oczekiwanych wystepujacych dla granic tego prze-
dziatu. Jesli obie te wartosci sg tak samo prawdopodobne (rozktad jest symetryczny), to

b-a D

ug(x)=o0, = NN




Dla M zrédel niepewnosci wyznaczanych metoda typu B nieskorelowanych ze sobg (niepowia-
zanych, wynikajgcych z niezaleznych od siebie procesow) lgczna niepewnos¢ standardowa

M
wyznaczana metoda typu B: ug (x) = \/Z ug (x)
i=1

kwadrat niepewnosci jest suma kwadratow niepewnosci skladowych

— prawo dodawania niepewnoS$ci — prawo dodawania wariancji, znane z teorii bt¢du:
wariancja zmiennej losowej wyznaczajaca calkowita niepewnos¢

jest sumg wariancji zmiennych losowych skladajacych sie na te calkowita niepewnos¢

Prawo dodawania niepewnosci okresla tez calkowita niepewno$¢ standardowa wyniku

pomiaru: u(x)=/u?(x)+uZ (x) = \/uf\(x)+ > ug, ()

Poniewaz warto$¢ niepewnoS$Ci zaokragla si¢ do pozycji dziesigtnej drugiej cyfry znaczacej
realnie uwzglednia si¢ tylko najwigksze niepewnosci sktadowe (niepewnosci mniejsze o rzad
wartoscit od niepewnosci najwieksze] mozna poming¢ — ich udziat w obliczanej niepewnosci
jest widoczny na pozycjach dziesi¢tnych odrzucanych przy takim zaokraglaniu).



Przyktad: mierniczy samokrytycznie oceniajacy swoj btad raczej na 0 i maksymalnie na Agx
wykonat n-krotny pomiar tego samego mezurandu w tych samych warunkach przyrzadem
o btedzie dopuszczalnym AgX. Przyymujac rozkiad trojkatny, jako przedstawiajgcy prawdopo-
dobienstwo wystepowania bledu eksperymentatora, i prostokatny, jako przedstawiajacy praw-
dopodobienstwa wyst¢powania wartosci bledow systematycznych dla zastosowanego przyrzadu
pomiarowego, niepewnos¢ standardowa wyniku nalezy obliczy¢ z zalezno$ci uwzgledniajacej
niepewnos¢ standardowag typu A (dla obserwowanego rozrzutu wynikow pomiardw) oraz nie-
pewnosci standardowe typu B okreslone dla przyrzadu u % | dla eksperymentatora u,, ,:

E0 e war

u(x):\/uA(x)JruB(x):\/uA(x)+uApX+uAeX: IZln(n_]_) + ; + ;

Wyznaczanie bledu dopuszczalnego przyrzadu Agx byto pokazane wczesniej.

Blad eksperymentatora A.X postugujacego si¢ przyrzadem ze wskaznikiem:
- wskazoOwkowym jest szacowana na warto$¢ potowy dziatki elementarnej jego skali,
- cyfrowym jest szacowana na zero.



Wzgledna niepewnos$¢ standardowa u.(x) wyniku pomiaru (ang. relative standard uncertain-
ty) - iloraz wyznaczonej niepewnos$ci standardowej pomiaru i modutu wyznaczonej wartosci
pomiaru:

X i—1

u, (x)= %: \/KUA(X))Z +§:(Uaix(x)]2 _ \/Uf\r (x)+%U§ir(X)

Uar | Ug, - wzgledne niepewnosci standardowe typu A 1 B
— prawo dodawania niepewnosci mozna zapisac tez dla niepewnosci wzglednych

Zwykle podaje si¢ ja w procentach wyniku pomiaru (po przemnozeniu przez 100 %).

Gdy rozwazanych sktadnikéw niepewnosci standardowej typu B nie mozna tatwo przeliczy¢ na
wartosci wyrazone w jednostkach wielkosci X korzysta si¢ z zaleznosci

-4 4] ()

Bi - ,,nominalne wartosc1” wielkosci rozwazanych
jako zrodta niepewnosci standardowej typu B




Niepewnos¢ standardowa jest miarg ilosciowo wyrazajgcg niepewnos¢ wyniku pojedynczego
pomiaru (wynikiem pojedynczego pomiaru wielokrotnego jest §rednia arytmetyczna serii wyni-
kéw pomiaréw wykonywanych w takich samych warunkach).

Kolejne realizacje jakiegos eksperymentu pomiarowego majacego wyznaczy¢ wartos¢ poten-
cjalnie tej samej wartosci wielkosci mierzonej, wykonywane w roznym czasie 1 w rdéznych
miejscach, mogg dawac rozne wyniki (patrz: odtwarzalnosc).

Potrzebna jest miara niepewnosci wyniku pomiaru okreslajgca przedziat wartosci wynikow,
ktory obeymuje duzg czes¢ uzyskiwanych wynikow roziozonych wokot wartosci prawdziwe;.
Im szerszy jest ten przedzial, przedzial objecia, tym wiecej wartoSci zawiera. Przyjmowanie
konkretnej szerokosci tego przedziatu jest kompromisem pomigdzy uzyskaniem przedziatu
bezpiecznego (warto$¢ zmierzona moze by¢ uznana za prawidtowa) i przedziatu realistycznego
(nie nadmiernie szerokiego). Granice tego przedzialu przyjmuje si¢ dla danej k-krotnosci
niepewnosci standardowej | hazywa niepewnos$cia rozszerzong.

U(x)=ku(x)= kJui(x)+ué(x) = k

s, (X)+ 3 ug, (x)

|

kK wspolczynnik rozszerzenia

Przedzial objecia [x —U (x), x + U (x)] wyznaczony wokot wartosci x wyniku pomiaru zawiera
warto$¢ prawdziwa mierzonej wiclkosci dla danej wartoSci K z prawdopodobienstwem
rozszerzenia (objecia) p zwigzanym z wartoscia K.



Jezeli na u(x) sktada si¢ tylko niepewnos$¢ typu A I wyniki pomiarow podlegajg rozkladowi

normalnemu, to k jest kwantylem rzedu %+ p = 1—% rozktadu t-Studenta o v=n—1 stop-

niach swobody (dla coraz wigkszej liczby n wykonanych pomiaréw jest coraz bardziej zbli-
zony do kwantyla standaryzowanego rozkladu normalnego N(0,1) tego rzedu), np. dla n > 20:
k=1daje p=0,68, dlap=0,95 przyjmuje si¢c zwykle k =2, adla p =0,997: k = 3 (przedziaty
jedno-, dwu- i trzysigmowe).

Jezeli na u(x) sktada sie tylko niepewnos¢ typu B 1 wyniki pomiarow podlegaja rozkladowi:

- prostokatnemu, to prawdopodobienstwo znajdowania si¢ wartoscl prawdziwej mierzonej

wielkosci w przedziale objecia Wynosi p = } (= k = p+/3), np. dla p=0,95: k=1,65,
3
dlak =1: p=-—=~0,58 (przedzial jednosigmowy obejmuje troche wigcej niz potowe wyni-

V3
kow), adla k = ~/3 ~1,73: p = 1 (przedzial 1%4-sigmowy zawiera wszystkie wyniki),
- trojkatnemu, to prawdopodobienstwo znajdowania si¢ wartosci prawdziwej mierzonej wiel-

. 2k /e -k?
kosci w przedziale objecia wynosi p = IG (= k= x@(l— J1-p)), np. dla p = 0,95:
26 -1

6
kow), adla k = /6 ~ 2,45 p = 1 (przedziat 2%-sigmowy zawiera wszystkie wyniki),
- itd.

k=19,dlak=1 p= ~ 0,65 (przedzial jednosigmowy obejmuje prawie 2/3 wyni-




Zwykle na u(x) sktadajg si¢ jednocze$nie niepewnosci obu typéow (A i B).

Aby wyznaczy¢ wartos¢ wspodtczynnika rozszerzenia jako odpowiedniego kwantyla odpowied-
niego rozktadu prawdopodobienstwa trzeba wiedziec, jaki jest to rozktad.

Dla duzej liczby pomiarow (n > 20) zaklada si¢, ze jest to rozklad zblizony do rozkladu
normalnego i Kk jest kwantylem rozktadu normalnego N(0,1) (dla zwykle rozwazanych praw-
dopodobienstw rozszerzenia 0,95 1 0,99 mozna przyjmowac wartosci wspotczynnika rozszerze-
nia przyblizone jako odpowiednio 2 1 3).

Dla malej liczby pomiarow (n <20) zaklada sie, ze jest to rozklad zblizony do rozktadu
t-Studenta 1 k jest kwantylem rzedu i p=1- % rozktadu t-Studenta o

2 2
u” (%)

v = y stopniach swobody,

uf\(x)Jr M UBi(X)

i=1

Va VB,

v, =n -1 -liczba stopni swobody wyznaczania niepewno$ci Standardowej typu A

Vg, = - liczba stopni swobody wyznaczania niepewnosci standardowej typu B

255



_ Aug (x)= u(u 8. (x))
i U&(X)

niepewnosci Standardowej typu B (Bi=ApXx — niepewnos$¢ u A ox wzorcowania

- wzgledny blad (niepewnos¢) wyznaczania i-tego sktadnika

przyrzadu pomiarowego oraz btad & , X bywaja podawane przez jego producenta)

Gdy:

- dany sktadnik niepewnosci standardowej typu B wyznaczono doktadnie (btad jej wyznaczania
jest zerowy),

- brak danych do wyznaczenia vg, ale wiadomo, ze niepewnos$¢ typu B wyznaczono korzystajac
z rozktadu prostokatnego z granicami dobranymi tak, aby prawdopodobienstwo znajdowania
si¢ wartosCl mierzonej wielkosci poza tym przedzialem bylo bardzo mate (spetnione juz dla
k>1,73, a wiec 1 dla k=2 wyznaczajacego prawdopodobienstwo rozszerzenia 0,95 dla

niepewnosci typu A),
2 2

4 2 2 2
to mozna bra¢ vg — oo, €0 daje: v = 4u (x) —vA[uA(X)JruB(X)] =VA[1+UB(X)J .
0

N

Uy (x)

Jezeli v nie jest liczbg calkowita, to zaokragla si¢ ja w dot do najblizszej liczby catkowite;.



= ku, (x).

Wzgledna niepewno$é rozszerzona U,(x) wyniku pomiaru: U (x) = —

U (x) _ ku (x)
S

Zwykle podaje si¢ ja w procentach wyniku pomiaru (po przemnozeniu przez 100 %).

Odpowiedni przedziat objecia: [x— XU (x),x+ xU, (x)] = [x(@-U, (x)), x(@+U  (x))]

lub 100 % —Ur(x)/%; 100 % +Ur(x)/%;1.
L 100 % 100 % J




Propagacja niepewnosci w pomiarach posrednich — wynik i niepewno$¢ pomiaru posred-
niego

Poszukiwana wielkos¢ ,,mierzona” (wyjSciowa) Yy jest wyznaczana na podstawie m innych
wielkos$ci realnie mierzonych lub o wartosciach przyjetych jako state (wejsciowych) X;:

y = f(X1,X2,...,Xm)

np. wyznaczana jest wartoS¢ predkosci sredniej vV na podstawie pomiarow diugosci drogi S

i czasu przejazdu t: v = f(s,t) = s/t = st

Kazda z wartosci X; jest wyznaczana dla n; wartosci Xy (1=1, 2, ..., m, k=1, 2, ..., nj) wynikéw

wielokrotnych pomiarow tych samych wartosct mierzonych wielkosci wykonywanych w tych

samych warunkach jako Xoi = Xipop 1 dla kazdej z nich znana jest niepewno$¢ standardowa u(x;)

wyznaczona metodami typu A i B.

Wyznaczana warto$¢ wielkosci Yy ma swojg warto$¢ prawdziwa Yy | jest obliczana jako:
- funkcja srednich arytmetycznych wartosci X;:

o _ -~ 1 M .
y = f(X1,X2,0s Xm ), Xi= 3 X , O mozna zrobi¢ zawsze,
N k=1
- Srednia arytmetyczna wartosci funkcji fx obliczonych dla kolejnych pomiarow

- 17 : .
y=y=—> fi Xk Xok 1 Xmk )» CO MoOZna robic tylko wtedy,
N -1

gdy wszystkie wielkosci Xj zmierzono doktadnie tyle samo razy: Ny =n, = ... =nNp =n
| ma swoja zfozona niepewnos$¢ standardowa u.(y) (ang. combined standard uncertainty).



Ztozona niepewno$¢ standardowg wWyznacza si¢ zZ prawa propagacji niepewnosci (kwadrat
niepewnoscl wyznaczonej wartosci wielkosci y jest sumg kwadratow niepewnosci sktadowych
okreslonych dla wielko$ci mierzonych X;, t.J. ich niepewnosci standardowych u(x;) z uwzgled-
nieniem wplywu wartosci wielkos$ci X; na warto$¢ wielkos¢ Y):

2
mmayay may m-1 m ayﬁy
u(y)= > ——u(xi,xj): Z —u(x) | +2> > ——u(xi,xj)
i=1 j=1 aXi 8Xj ax i=1 j= |+1
G—y =y =c, - wspolczynniki wrazliwo$ci wielko$ci y na wielko$¢ X; - pochodne czastkowe
X; !

opisujace jak zmiany warto$ci wielkosci X; wptywaja na zmiane¢ wartosci wielkosci Y,

u(xi,X;) = uxu(x;)r(xi,x;) - estymatory ,.kowariancji” (oprocz niepewnos$ci typu A jest jeszcze
niepewnos$¢ typu B) migedzy wielkosciami X; 1 X; (miary ich wzajemnej zalezno$ci),

u(x;) - niepewnosci standardowe wartosci wielkosci X;,

r(xix;) - estymatory wspotczynnika korelacji migdzy wielko$ciami X; I Xj; moga przyjmowac
warto$ci z przedzialu [-1,1]; sa zerem dla nieskorelowanych warto$ci wielko$ci X; 1 X;;
wyznaczalne dla tak samo licznych wynikéw pomiaréw wielokrotnych wielkosci X; 1 X;,

Ciu(Xj) = ui(y) - sktadniki (udziaty) ztozonej niepewnosci standardowej wyznaczonej wartosci Y
wyznaczone dla wielkosci X;.



Dla takich oznaczen:

Jezeli wszystkie wartosci wejsciowe sg ze sobg w pelni dodatnio skorelowane (wszystkie

m m
r(xi,x;) = +1; sytuacja unikana i rzadko spotykana) to u_(y)= > c;u(x; )= > u;(y).

i=1 i=1
Jezeli zadne warto$ci wejsciowe nie sa ze soba skorelowane (wszystkie r(x;X;) = 0; sytuacja
pozadana — pomiary wielkos$ci X; nie wplywaja na pomiary wielkosci X;) to

u (y)= \/Zm: (Ciu(xi))2 = Zm: UiZ(Y)

— kwadrat ztozonej niepewnosci standardowej wyznaczenia wartosci wielkosci wyjsciowej Yy
jest sumg kwadratow jej sktadnikow wyznaczanych dla wielkosci wejsciowych X;

— prawo dodawania niepewnosci wyniku pomiaru posredniego

uzyskiwanego z nieskorelowanych wartosci mierzonych bezposrednio.



Wzgledna zlozona niepewno$¢ standardowa u.(X) wyniku pomiaru (ang. relative combined
standard uncertainty) - iloraz wyznaczonej zlozonej niepewnosci standardowej pomiaru

u(y)

1 modutu wyznaczonej wartosct pomiaru: u  (y) = N
y

W

Dla nieskorelowanych warto$ci mierzonych bezposrednio: u  (y) = e | (‘y) J > (
y LY

ui(y) - sktadniki (udzialy) ztozonej niepewnosci standardowej wyznaczonej wartosci Yy
wyznaczone dla wielkosci X;
u; (y)
y

- wzgledne udzialy ztozonej niepewnosci standardowej wyznaczonej wartosci y
wyznaczone dla wielkosci X;

— prawo dodawania niepewnosci mozna zapisac tez dla niepewnosci wzglednych.

Zwykle podaje si¢ ja w procentach wyniku pomiaru (po przemnozeniu przez 100 %).



Dla iloczynowej postaci zalezno$ci y = f (xy, X5 ..., X )= @] | X

_ oy _ y . u(x;)
8x i j#i Xi Xi
ztozona niepewnosc¢ standardowa
2
m U(X) m-1 m U(X-)U X )
s(y)= |3 o ?yZ[ ] 23 3w,y O )
i=1 Xi i=1 j=itl Xi X
m 2 m-1 m
o[ u(x;) u(x; ) ulX;
:M 3 .( ') +2) oL | : r(x,,xJ)
i=1 Xi i1 j=i+1 Xi X

wzgledna ztozona niepewnos¢ standardowa

2

urc(y)ZUC(y): Zm:a'z(U( ] mZ: Zm: (X)U(Xj)r(xi’xj)

M i—1 Xi

\/Zm:aizuf xi)+2mz_llzm:0ti0t O O r (6, x5)

i=1 j=i+1



np. dla predkosci v 1 braku skorelowania pomiaréw drogi S I czasu t (r(s,t) = 0):

u(v)= \/(v;u(s))2 + (Vt'u(t))z _




Budzet niepewnosci pomiaru w syntetycznej formie przedstawia wszystkie zrodta niepewno-

$c1 rozwazane przy wyznaczaniu wartosci 1 niepewnosci wielkosci y.

symbol Wartodd niepewnos¢ wspotczynnik | sktadnik
wielkosci standardowa rozklaq , wrazliwo$ci | niepewnosci
prawdopodobienstwa
Xi Xi u(xi) Ci ui(y)
X1 X1 u(Xy) nazwa 1 Cy us(y)
X5 X2 u(xy) nazwa 2 C, Us(y)
Xm Xm u(Xm) nazwa m Crm Um(Y)
Y - W




Diagram ,,rybich osci” przedstawiajacy elementy sktadowe (zidentyfikowane zrodia)
ztozonej niepewnosci standardowej uUc(y) pomiaru posredniego Yy
X; — wielko$ci wyznaczane bezposrednio; i =1,...,m;
m — liczba wielkosci uwzglednianych przy obliczaniu wartosci wielkosci y;
Ua(Xj) — niepewnos¢ standardowa wartosci wielkosci X; uzyskana metoda typu A;
Ug, (x, ) — niepewnosci standardowe warto$ci wielkos$ci X; uzyskane metoda typu B (dla kazde;j

wielkosci X; jest ich odpowiednio Mi, j =1, ..., Mi)



Ztozona niepewnos¢ standardowa jest miarg ilosciowo wyrazajaca niepewnos¢ wyniku poje-
dynczego pomiaru posredniego (wyniku obliczenia wartosci wielkosci y dla jednego zestawu
wartosci wielkosci X;).

Kolejne realizacje jakiegos eksperymentu pomiarowego majacego wyznaczy¢ wartos¢ poten-
cjalnie tej samej wartosci wielkosci y, wykonywane w r6znym czasie 1 w rdznych miejscach,
moga dawac r6zne wyniki (patrz: odtwarzalnosc).

Potrzebna jest miara niepewnosci wyniku pomiaru okreslajgca przedziat wartosci wynikow,
ktory obeymuje duzg czes¢ uzyskiwanych wynikow roztozonych wokot wartosci prawdziwe;.
Im szerszy jest ten przedzial, przedzial objecia, tym wiecej wartoSci zawiera. Przyjmowanie
konkretnej szerokosci tego przedziatu jest kompromisem pomigdzy uzyskaniem przedziatu
bezpiecznego (warto$¢ zmierzona moze by¢ uznana za prawidtowa) i przedziatu realistycznego
(nie nadmiernie szerokiego). Granice tego przedzialu przyjmuje si¢ dla danej K-krotnosci
ztozonej niepewnosci standardowej 1 nazywa zlozona niepewnoscia rozszerzona:

U (y)= ke (y)= kJ§u5<y)+z§ >0 (9)re )

kK wspoélczynnik rozszerzenia
Przedzial objecia [y-U_(y), y+U_(y)] wyznaczony wokdét wartosci y wyniku pomiaru

posredniego zawiera warto$¢ prawdziwa wyznaczone] wielkosci dla danej wartosci k z praw-
dopodobienstwem rozszerzenia (objecia) p zwigzanym z wartos$cia K.



Zasady wyznaczania ztozonej niepewnosci rozszerzonej U (y) wyznaczonej wartosci wielkosci y
(przyjmowania warto$ci wspotczynnika K)

1. gdy wartos¢ y jest kombinacja liniowa niezaleznych wartosci X; 1 gdy rozktady prawdopo-
dobienstwa uzyskiwania wartosci X; sg znanymi rozktadami normalnymi lub prostokatnymi,
trojkatnymi itp. 1 gdy:

la. uj(y) sa poréwnywalne, przyjmuje sie, ze rozktad wartosci wielkosci y jest rozkladem
normalnym — warto$ci K przyjmuje si¢ jako kwantyle rozktadu N(0,1) rzedu odpowiednie-
go do przyjetego prawdopodobienstwa rozszerzenia p,

np. dla p = 0,95 bierze si¢ k = 2 — ‘z prawdopodobienstwem 0,95 wartos¢ prawdziwa
wielkos$ci Y znajduje sie¢ w przedziale [y — 2u.(y),y + 2uc(y)]’ lub ‘w przedziale tym
znajduje sie 95 % uzyskiwanych wynikOw wyznaczania wartosci wielkosci y’

1b. u(x;) jest znaczaco wicksza od niepewnosci u(X), 1=2,..m o lacznej wartosci
m Ug (U _ —
ug (y)= S u’(y), tzn. gdy n )s 0,316 , kiedy to e (y) = us(y) < 0,05, przyjmuje sie,
i=2 uy(y) up (y)

ze rozktad prawdopodobienstwa wartosci wielkosci y jest rozktadem przyjetym do opisy-

wania wartosci wielkos$ci X; — wartosci K przyjmuje si¢ jako kwantyle tego rozktadu rzedu
odpowiedniego do przyjetego prawdopodobienstwa rozszerzenia p

np. gdyby rozktad ten byt rozktadem prostokatnym, to dla p = 0,95 bierze si¢ k = 1,65

— ‘z prawdopodobienstwem 0,95 wartos¢ prawdziwa wielkosci Yy znajduje si¢ w prze-

dziale [y — 1,65uc(y),y + 1,65u.(y)] lub ‘w przedziale ...’



1c. u(xy) I u(xp) o tacznej wartosci u, , = \/ u’(y)+us(y) saznaczaco wieksze od niepewnosci

u(x), 1=3,...m, o facznej wartosci ug = > u’(y), to stosuje sie postepowanie pokazane
=3

poprzednio; dodatkowo, jesli wielkosci Yy, X; 1 X, maja taki sam wymiar (wszystkic sg

np. dlugoscia I), jako rozktad prawdopodobienstwa p(y(l)) uzyskiwania wartosci y przyjmu-

je sie splot rozktadow pi(xi(l)) 1 p2(X2(l)) przyjetych do opisywania prawdopodobienstwa

uzyskiwania wartosci X; I X2: p(y(l))= py(x,(1))* py(x,(1)) = Ipl(xl(}‘))pl(xl(l ~2))dr —

wartosci K przyjmuje si¢ jako kwantyle tego splotu rzedu odpowiedniego do przyjetego
prawdopodobienstwa rozszerzenia p
np. gdyby byly to rozktady prostokatne o szerokosciach a i b (a > b) wyznaczajacych

stosunek B = b/a <1, to splot tych rozktadoéw jest rozkladem trapezowym ze wspotczyn-

1+
6 0,95 —— dla > 0,9047

2
2
P 11— Jo05(-p?) dia p<0,9047
— ‘z prawdopodobienstwem 0,95 wartos¢ prawdziwa wielkosci Yy znajduje si¢ w prze-
dziale [y — kguc(y),y + Kguc(y)] Iub ‘w przedziale ...’

nikiem {3 1 dla p = 0,95 bierze si¢ k; =



2. gdy wartos¢ y nie jest kombinacja liniowa niezaleznych warto$ci X; nalezy okresli¢ rozktad
prawdopodobienstwa wystepowania wartosci Y (stosujac rozne analityczne 1 numeryczne
metody wyznaczania rozkladu prawdopodobienstwa nieliniowej funkcji zmiennych loso-
wych) lub przyja¢ hipoteze o jego postaci 1 zweryfikowaé jg testem zgodnos$ci przy zalozo-
nym poziomie istotnosci — wartosci K przyjmuje si¢ jako kwantyle tego wyznaczonego lub
przyjetego rozktadu rzedu odpowiedniego do przyjetego prawdopodobienstwa rozszerzenia p

np. gdyby rozktad ten okazat si¢ by¢ rozkladem t-Studenta (najczestsze zatozenie)
to k jest kwantylem t,, tego rozktadu rzedu odpowiedniego do przyjetego prawdopodobien-

4 4 4
(y) _uely)  _ ue(y) stopniach swobody

u

nully) et 2 u(y)

2. v 2. v 2,
i-1 Vi i=1 i Vil y )

Uc(Y) 1 Urc(y) - ztozone niepewnosci standardowe bezwzgledna 1 wzgledna

wyznaczonej wartosci Y,

ui(y) - sktadniki ztozonej niepewnosci standardowej okreslone dla wartosci X;,

v; - stopnie swobody otrzymane przy analizie sktadnikow u;(y) (czyli analizie u(x;)),

jezeli obliczona efektywna liczba stopni swobody Ve nie jest liczbg catkowita,

to zaokragla si¢ ja w dot do najblizszej liczby catkowitej;

— ‘z prawdopodobienstwem p = 1 — o warto$¢ prawdziwa wielko$ci Y znajduje sie

w przedziale [y — t, uc(y),y + toUc(y)] lub ‘w przedziale ...’

stwa rozszerzenia o vV, =




Wzgledna zlozona niepewnoS$¢ rozszerzona U, (y) wyniku pomiaru:
Uc(y)  kuc(y)
Uply)=—""="7"

y y

= ku (y).

Zwykle podaje si¢ ja w procentach wyniku pomiaru (po przemnozeniu przez 100 %).

Odpowiedni przedziat objecia: [y - |yU . (v), ¥y +|yU . (¥)] = [y@-U . (). y@+U (y))]

(100 % -U . (y)/% 100 % +U . (y)/% ]
lub rc y rc V.
| 100 % ’ 100 % |




Zaokraglanie wynikow pomiarow

Obliczajac wynik pomiaru i jego blad zapis x + Ax oznacza, z¢ rzeczywista wartos¢ mierzo-
nej wielko$ci miesci si¢ w przedziale [x — Ax, x + Ax] okreslonym dla danej wartosci wyniku
pomiaru x (wyniku surowego skorygowanego o poprawki systematyczne) i przyjetego
bezwzglednego btedu tego wyniku Ax (zwykle granicznego) — jest to uproszczony zapis znanej
z wykladu relacji: x, = g, — > ps; £ (Agsx + Agpx)z X + AgX.

Obliczajac wynik pomiaru i jego niepewnos¢ uzyskuje si¢ tez dwie liczby: warto$¢ wyniku
pomiaru X (wyniku surowego skorygowanego o poprawki systematyczne) i warto$¢ niepewno-
Sci standardowej u(x) lub rozszerzonej U(X), przy czym koncowy zapis dla tych niepewnosci
jest inny, o czym za chwile.

Obie liczby wystepujace w tych zapisach (wynik x i blad bezwzgledny AX, wynik X I niepew-
nos¢ standardowa u(x) lub rozszerzona U(X)) nalezy ostatecznie przedstawi¢ w postaci
utamkow dziesietnych i odpowiednio zaokragli¢.



Zaokragla si¢ wytacznie wynik koncowy 1 nie nalezy zaokraglac liczb stosowanych do dalszych
obliczen, w tym liczby niewymierne oraz stale fizyczne 1 matematyczne bedgce liczbami
niewymiernymi (np. -/2, i €) nalezy w tych obliczeniach przeksztalcaé¢ jako symbole, a nie
zaokraglone wartosci; podobnie nalezy traktowac wyrazenia wymierne niemajgce skonczonego
rozwinigcia dziesietnego (np. 1/3).

W procesie zaokraglania bierze si¢ pod uwage pozycje dziesietne cyfr znaczacych w liczbach
— utamkach dziesietnych — wartosciach wyniku 1 btedu/niepewnosci.

Cyfry znaczace — wszystkie cyfry tworzace liczbe w rozwinigciu dziesigtnym (zapisane)
poczawszy od pierwszej niebedacej zerem, liczone od lewej strony tej liczby, czyli od strony,
z ktorej wartosci pozycji dziesi¢tnych cyfr sg wieksze.

000153,0027645
0,002764500



Blad zaokragla si¢ do pozycji dziesietne) pierwszej cyfry znaczacej, zawsze w gore.

Wyjatkowo, dla pomiaréw najwickszej doktadnosci w ocenie mierniczego, btad mozna zaokra-
gli¢ do pozycji dziesigtnej drugiej cyfry znaczacej, zwlaszcza gdy pierwsza z nich jest jedynka
lub dwojka.

Niepewnos$¢ zaokragla si¢ do pozycji dziesietne) drugiej cyfry znaczacej wedlug ogdlnych
zasad zaokraglania liczb.

Wyjatkowo, w pewnych uzasadnionych przez liczacego wypadkach (np. gdy z jakichs wzgle-
dow chce on poda¢ wieksza jej wartos$c) | trzecig cyfra znaczacg wyznaczonej wartoSci niepew-
nosci jest 2, 3 lub 4, niepewno$¢ mozna zaokragli¢ w gore (np. 0,114... = 0,12). Jednak gdy
trzecig cyfra znaczaca jest 0 lub 1, to niepewnos¢ nalezy zaokragli¢c wg zasad ogdlnych, czyli
w tym przypadku w dot (np. 0,111...=0,11). Niepewno$S¢ mozna tez wyraza¢ wiece] niz
dwoma cyframi znaczacymi, jesli 1los¢ tych cyfr moze by¢ istotna w kolejnych obliczeniach
wykorzystujacych ustalong warto$¢ niepewnosci.

WYynik pomiaru zaokragla si¢ wedlug ogolnych zasad zaokraglania liczb do tej samej pozycji
dziesietne), do ktorej zaokraglono warto$¢ bezwzglednego btedu / niepewnosci.



Ogolne zasady zaokraglania liczb: jezeli za cyfra na pozycji dziesietnej, do ktorej zaokragla sie
liczbe:

—nie ma innych cyfr lub s3 tylko zera, liczb¢ pozostawia si¢ niezmieniona,

—sg inne cyfry niebedgce wszystkie zerami, to:

—jesli pierwsza z nich jest cyfra 0, 1, 2, 3 lub 4, to cyfr¢ zaokraglang pozostawia si¢ — zaokra-
glenie w dot — liczba zaokraglona jest mniejsza od zaokraglane;,

—jesli pierwsza z nich jest cyfrg 5, 6, 7, 8 lub 9, to cyfre zaokraglang zamienia si¢ na bezpo-
srednio wiekszg (zamiana cyfry 9 na 0 pocigga dodatkowo zmiane cyfry poprzedzajgcej
cyfre 9 na bezposrednio wigksza) — zaokraglenie w gore — liczba zaokrgglona jest wicksza
od zaokraglanej,

—jest tylko cyfra 5 (1 ewentualnie za nig sg tylko zera), to mozna przyjac zasade, ze jezel cyfra
na pozycji dziesi¢tnej, do ktorej zaokragla si¢ liczbe jest cyfra:

—nieparzysta, to wynik zaokragla si¢ w gore,

—parzysta, to wynik zaokragla si¢ w dot,

w konsekwencji cyfrg na pozycji dziesietnej, do ktorej zaokragla sie liczbe jest cyfra parzysta,
przy czym wszystkie cyfry na pozycjach dziesi¢tnych o mniejszej wartosci od wartosci pozycji,
do ktorej zaokragla si¢ liczbe, tzw. cyfry zbedne, znajdujace si¢ na lewo od przecinka dziesiet-
nego, zastepuje sie¢ zerami, a lezgce na prawo od przecinka dziesigtnego odrzuca si¢.

Jezeli liczbe nalezy poda¢ do okreslonej utamkowej pozycji dziesi¢tnej i nie ma w niej cyfr do
tej pozycji, brakujace pozycje nalezy uzupetni¢ zerami, ktore sg tu cyframi znaczacymi.



Przykiady zaokraglania liczb:

2 516,001 (siedem cyfr znaczacych, z ktérych pierwsza jest dwojka) zaokraglone wg zasad
ogdlnych do dziesigtek daje 2 520

0,008 224 98 (szes¢ cyfr znaczacych, z ktorych pierwsza jest 6semkg) zaokraglone wg zasad
ogdblnych do stutysiecznych daje 0,008 22

2,5 (dwie cyfry znaczace, z ktorych pierwsza jest dwdjka, a ostatnia pigtkg na pozycji dziesia-
tych) zapisane do pozycji tysiecznych daje 2,500

2,5 (dwie cyfry znaczace, z ktorych pierwsza jest dwojka) zaokrgglone wg zasad ogodlnych do
jednosci daje 2

3,5 (dwie cyfry znaczace, z ktorych pierwsza jest trojka) zaokraglone wg zasad ogolnych do
jednosci daje 4

91,48 (cztery cyfry znaczace, z ktorych pierwsza jest dziewigtka) zaokraglone w gore do pozy-
cj1 dziesietne] pierwszej cyfry znaczacej (jest na pozycji dziesigtek) daje 100



Przyktady zapisu wyniku pomiaru 1 jego btedu:

24640,2 £ 91,48 — 24640,2 + 100 — 24600 = 100

cyfra zbedna po przecinku — odrzucona
cyfry zbedne przed przecinkiem — zamienione na 0

pierwsza cyfra znaczaca btedu na pozycji setek

236,5 £ 0,06 — 236,50 + 0,06

pierwsza cyfra znaczgca bledu na pozycji setnych,
dopisane zero znaczace do wyniku

0,023 654 12+ 0,014 — 0,024 + 0,014

druga cyfra znaczaca btedu na pozycji tysiecznych



Przyktady zapisu wyniku pomiaru i jego niepewnosci:

Otrzymano niepewnosé¢ standardowa pomiaru po jej zaokragleniu do pozycji dziesigtnej dru-
giej cyfry znaczacej (np. u(x) = 0,033 m) oraz wartos$¢ tego pomiaru zaokraglona do tej samej
pozycji dziesietnej (Np. X = 236,652 m).

Dopuszczalne zapisy wyniku 1 niepewnosci standardowe;:

X = 236,652 m, u(x) = 0,033 m — obie wartosci podane oddzielnie

X = 236,652(33) m — cyfry znaczace niepewnosci w nawiasie; zapis spotykany najczesciej, gdy
cyfiy znaczqce niepewnosCi wystepujg na pozycjach dziesietnych utamkowych

X = 236,652(0,033) m — w nawiasie petna liczba niepewnoscli

X = 236,652 m, u(x) = 0,00014 — obie wartosci podane oddziclnie

X = 236,652 m, u(x) = 0,014 % — obie wartosci podane oddzielnie

Otrzymano niepewnoS$¢ rozszerzona pomiaru po jej zaokragleniu do pozycji dziesi¢tnej dru-
giej cyfry znaczacej (np. 0,055 m dla przyjetego K, p, n, p(X)).

Zapis wyniku 1 niepewnoscl rozszerzonej:

X = 236,652 m+ 0,055 m

X = (236,652 + 0,055) m (k=..,p=..,n=.,pX)..)
X = 236,652 m+ 0,023 %



